Descomposicion QR

1. Método de ortonormalizacion de Gram-Schmidt

Teorema 1.1 Sean V un espacio vectorial con producto interno y B = {v1,...,v,} una base
de V. Entonces existe B' = {y1,...,yn} tal que B es una base ortonormal de V y [vy,...,vx] =
Y1, yx] Ve =1,...,n.

Demostracion:
Es claro que basta encontrar {us,...,u,} base ortogonal de V tal que [v1,...,vx] = [y1,-.., Yk]

Vk = 1,...,n ya que basta definir luego y; = —=-. La demostracién se hard por induccién
[Twsl]

completa en n = dim(V).
Para n = 1 el resultado es evidente ya que basta tomar u; = v;. Para n = 2 se definen:

Uy = U1
Uy = Vg — Co1uy donde c¢91 = M
<U1,U1>
es decir
- <U2; U1>
U9 = V9 — V—+
<U1, 'LL1>
Dado que ugy sdlo depende de vy y v es claro que [ug, us] = [v1, v2]. Hay que verificar que u
y ug son ortogonales:
<U2,u1> = <1)2 - C21U1,U1>
= <U2,U1> - 021(u1,u1>
(v2,u1)
= Vo,U1) — U, U 0
(o2.0) = {22 )

Observar que us es un vector perteneciente al subespacio generado por {vy,vo} ortogonal a u;.

iy
Ademas ||uz|| # 0 pues si ug = 0 entonces va = coju; = 2101 y esto es absurdo pues por
hipétesis {v1,v2} es un conjunto linealmente independiente.

v2
u2 li2=v2-c21vl
> |
vl=ul c21lvl




Supongamos ahora que el resultado es valido para n = m — 1, probaremos que es véalido para

n = m. Por hipétesis de induccién se tiene que dada {vi,...,v,—1} base de S = [v1,...,Vm-1],
existe una base ortogonal de S, {u1,...,u,—1} tal que se cumple que [uy,...,ug] = [v1,..., Vg
Vk=1,...,m—1. Probaremos que existe u,, tal que {u1,...,u;,} es basede Vy [uy,...,ug] =
[Ul,...,vk] Vk = 1,...,m.
Se define
m—1
Um = Um = Cm(m—1)Um—1 — *** — CmalU2 — CpllUl = Up — E cmit; donde
i=1
U, Usj )
Cmj = (O, ) para j=1,....,m—1
(uj, uj)
Por hipétesis de induccién, para j = 1,...,m — 1 se tiene que u; es combinacién lineal de
U1, U2,...,Uj—1 y por lo tanto de vi,vs,...,vj—1. Por definicién u,, es combinacién lineal de
UL, Uy« -« y Upy—1, Uy, POT 10 taNtO [Ug, ..., U] = [U1,...,0;]. Con el mismo argumento que antes

debido a que el conjunto B es linealmente independiente se tiene que ||u;|| # 0.

Solo falta probar que u,, es ortogonal a u; Vj=1,...,m— 1

m—1 m—1
(s 1) = (U = > Conitls, ) = (U t5) = Y Comi (i, 15)
=1 =1

Por hip6tesis de induccién {u1,ug, ..., Um—1} €s un conjunto ortogonal, por lo tanto (u;,u;) =0
V i # j. Entonces,

Upny U
(tm, ;) = (vm, ) — Cmj(ui; ug) = (U, ug) — M(”j’uﬁ =0

(ug,u )

pues el tinico término no nulo de la sumatoria es i = j.
]
Observacion 1.2 Del teorema anterior se tiene que:
vr = w1 = [Jualyr
vy = Uz + ca1ur = ||uz|lye + ca1|ua ||y
Uk = Uk —Chk—1Uk—1—" " *—ChaU2—Cr1u1 = |[ug||yr—crr—1l|ur—1|lyr—1— - —cra||uz||y2—cr1||u1]|y1
_ {vw,uy)
donde ci;j = ﬁ Por lo tanto
coordprvg, = (cp|[url], erzlluzll, -+, crr—1llue—1ll, [Jugl|,0-- -, 0)

de donde la matriz de cambio de base de la base B a la base B' es una matriz triangular superior
con diagonal positiva:

utll carllurl] esrllurll -+ cmafluall

0 [luall  esalluall -+ cmalluzll

s ((D)s = 0 0 llusl]] -+ cmallus]|
0 0 0 s |uml]



2. Descomposicion QR

Teorema 2.1 Sea A € M, xm(R) de rango m, entonces existe una matriz Q € Myxm(R) que
verifica Q'Q = I (I matriz identidad de n x n) y una matriz triangular superior R € M., xm(R)
tal que A = QR.

Demostracion:
Sean v1,va, ..., U, los vectores columna de la matriz A (cada v; es un vector de R™). El conjunto
B = {v1,v9,...,u,} es base del subespacio S generado por las columnas de A.

A= V1 | V2 |- | Un

Por el teorema 1.1 (método de Gram-Schmidt) existe una base B’ = {y1,92,...,ym} de S tal
que [Y1, ..., yg] = [v1,..., 08] VE =1, ...,m.

Sea R la matriz de cambio de base p/((I))s de la base B a la base B’. Por la observacién
anterior R es una matriz triangular superior.

Por otro lado se define la matriz @) cuyas columnas son los vectores y1,4s, - - -, Ym, €s decir:

Q=1 v1|v2]| | YUm

Es claro que por ser B’ = {y1,y2,...,ym} un conjunto ortonormal Q*Q = I ((Q*Q):ij = (Yi, y;))-
Sélo resta verificar que QR = A:

utll carllual] -+ cma|ludll
0 [luall = cma|luall
QR = | vi|v2| | ¥Um : : : :
0 0 o Juml]
= lJurllys | eanllurllyr + [Juallyz | -+ | cmllyallys + - - cmm—1llYm—1llym—1 + [[tm||ym
= vy |vg | et | Um =A

Otra forma de demostrar el teorema es observar que @ es la matriz asociada a la transfor-
macion lineal i : S — R”™ tal que i(y) = y (inclusién del subespacio S de dimensién m en R™) es
decir Q =¢ ((7))g' donde C es la base canénica de R™. Por lo tanto

QR =c ((1))ss (1)) = c((iol))s = c((i))s = A

Observacién 2.2 A las matrices cuadradas Q € My, que verifican Q'Q = QQ'I se les
denomina matrices orotogonales y serdn objeto de estudio mds adelante en este curso.

1 0 1
Ejemplo 2.3 Hallar la descomposicion QR de la matrizA=| 0 2 1
1 1 0



Sea B = {vy,vq,v3} = {(1,0,1),(0,2,1),(1,1,0)} las columnas de A. Aplicaremos el método
de ortonormalizaciéon de Gram-Schmidt a la base B. Entonces:

Uy = V1 = (1,0, 1)

1 1
vy — vy (vz,u1>u1 _ (_ 9 )

) 2772
(v3, u2) <<v3,u1)u (2 1 2)

U3z = U3 — Uz — 3'3° 3

Normalizando se obtiene:

1

Y1 :7(17071)
[Jurl] V2

v _v2( 1,1

Y2 ||'LL2|| 3 27 72

Por lo tanto:

1/vV2 —1/3v2  2/3
Q= 0 2v/2/3  1/3
1/vV2 1/3v2 —2/3

V2 O1/V2 12
R=| 0 3/V2 1/V2
0 0 1



