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SOLUCION

RESPUESTAS (llenar)

No llenar

6 7 8 9 10

EJERCICIO 1 ;Cuéntas permutaciones de
la palabra PAPELERAS comienzan con PAPEL
o terminan con ERAS o tienen la palabra
PELEA en algin lugar? Opciones: A) 33; B)
34; C) 197; D) 201; E) 205.

SOLUCION: Hay 4! palabras que empiezan con
PAPEL, hay 5!/2 que terminan con ERAS, hay solo
una que empieza con PAPEL y termina con ERAS,
hay 4! x 5 que tienen la palabra PELEA en algin
lugar, hay 2 que empiezan con PAPEL y tienen
la palabra PELEA en algin lugar (PAPELEARS y
PAPELEASR) y no hay ninguna que termine con
ERAS vy tenga la palabra PELEA en algin lugar,
asi que en total son 24 + 60 + 120 — 1 — 2 = 201.

EJERCICIO 2 ;Cuéntas funciones f de
{1,2,...,10} a {1, 2, ..., 30} hay tales que
fG@+1) > f(i) + 17 (Sugerencia: consider-
ar x1 = f(1) y @i = f(i) — f(i — 1) para
i=2,...,10.)

Opciones: A) C¥; B) C%; C) C#; D) C3; E)
Cc.

SOLUCION: Basta definir 2; como en la sug-
erenciay 1 = f(1) y z11 = 30 — Zglmz Co-
mo ademds Y10, z; = f(10) < 30 tendremos
x11 > 0y el problema serd equivalente a contar
las soluciones de

x1+ -+ 11 =30

conx; >2parat=2,...,10y 1 > 1,211 > 0.
Por lo que la solucién es CRi} o, 1 = CH.

EJERCICIO 3 Un cajero automético se
quedé sin billetes de 100$ por lo que solo po-
dréd dar los montos con billetes de 2008, 5008 y
1000$. Sea a, la cantidad de formar que tiene
de dar n x 100$. Entonces la funcién generatriz
de a, es: Opciones:
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SOLUCION: La funcién generatriz serd (1 +
2+t )+ + 20 )1 2+
1

(1—22)(1 —25)(1 — 210)

EJERCICIO 4 Sea G = K, —e siendo e una
arista de K4. Considere el conjunto A de los sub-
grafos aciclicos de G, y R C A x A definida por
HRH' si H es subgrafo de H'. Hallar la canti-
dad m y n de elementos minimales y maximales
respectivamente de R.

Opciones:

A)ym=1n=1.
B)m=4,n=2.
C)m=4n="T.
D) m=4,n=38.



SOLUCION: Los minimales son los subgrafos
formados por un solo vértice y son 4. Los maxi-
males son los drboles recubridores y son 8 (esto se
puede ver a mano o sino de la siguiente manera:
como son arboles deben tener 4 — 1 = 3 aristas de
las 5 del grafo, asi que se construyen sacando dos
aristas del grafo de forma tal de no dejar ningtin
vértice aislado y ningtn ciclo, lo cual se puede hac-
er de dos maneras posibles solamente, asi que son
C3 —2=238).

EJERCICIO 5 Contar cuantos grafos no iso-
morfos entre si con nueve vértices, conexos y
regulares de grado 6 hay.

Opciones: A) 0; B) 1; C) 2; D) 3; E) 4.

SOLUCION: Basta tomar el complemento. Di-
cho grafo serd regular de grado 2, asi que es-
tard formado por ciclos. Los tnicos casos posibles
son C3UC3UCs, C3UCg, CLUCs y Cy, o sea
las descomposiciones de 9 en sumas de términos
mayores que 2: 9 =3+6 =4+5=3+3+3. Ob-
servar que si un grafo tiene 9 vértices y es regular
de grado 6 siempre es conexo, pues dos vértices
cualesquiera o bien son adyacentes o tiene como
minimo 64+6—7 = 5 vértices adyacentes en comdn.
Otra forma de ver esto ultimo es que di un grafo
tiene dos componentes conexas su complemento
es conexo, lo cual da cuentas de los primeros tres

grafos, mientras que para Cy se puede comprobar
haciendo el dibujo.

EJERCICIO 6 Queremos pintar las 4 pare-
des y el techo de un cuarto de forma tal que
paredes adyacentes tengan distinto color y el
techo tenga distinto color que las 4 paredes.
Si disponemos de 5 colores, jde cuantas formas
puede hacerse?

Opciones:
A) 120.

SOLUCION: Si a cada pared y al techo le asig-
namos un vértice y los conectamos si son linderos
entonces el problema se reduce a hallar cuantas
coloraciones con 5 colores tiene dicho grafo que
no es mas que Wy. O sea que basta hallar el poli-
nomio cromatico de Wy y evaluarlo en 5. Sea e
una arista que no sea un rayo, entonces:

[K3]?

Wyl = [Wy —e] — [K4] = Ko

— [K4]
Donde [W4 — €] lo hayamos aplicando dos veces el
TEOREMA 11.14. Por lo tanto el total es

[A5)°
[A32

[A3] = 420.

EJERCICIOS DE DESARROLLO

EJERCICIO 7 Sean > 2y G = ({v1,...,v,}, E) un grafo simple (sin aristas multiples ni
lazos). Sea G; = G — v; el grafo obtenido a partir de G al quitarle el vértice v;. Demostrar que

1 n
Bl =—— LE;
Bl =5 1A,

siendo F; el conjunto de aristas de Gj.



SoLuciON: Como G; = G — v; tenemos que :
|Ei| = |E| — gr(vs).

Sumando en i obtenemos que

n n n

DoIE =Y 1B = gr(w)) =Y |E| - Zgr vi) = n|E| = 2|E].

i=1 i=1 i=1 i=1

Despejando |E/| obtenemos el resultado pedido.

EJERCICIO 8 Sean f,g: R — R dos funciones n veces derivables de R a R. Demostrar que

n

(F.9)" = gm0

1=0

Donde () denota la derivada i-ésima de h. (Sugerencia: Induccién en n.)

SOLUCION: Por induccién en n: Paso base n =0, (f.9)™ = (f.9)© = f.gy

n
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Paso inductivo: supongamos que vale para n y lo demostraremos para n + 1:

(fg)(n+1) — (( (n > / HI (Z Cn (%) (n i ) r_ ZCZn[f(lJrl)g(nfz) + f(i).g(nfiJrl)] _
=0
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:ZCZn 2+1 (n—i +ch i) n+1 —i) J ZJrlZ (n J+1)+chf (n+1-1) _
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_ f(n—l-l)‘g(O) + f(O)‘g(n—l-l) + Z C,LnJrlf(Z) 'g(n—‘rl—i) _
=1
n n+1
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EJERCICIO 9 a) 10 personas eligen niimeros naturales del 1 al 40 (dos personas podrian
elegir el mismo nimero). Demostrar que hay al menos 2 subconjuntos distintos formados por tres
personas tal que la suma de niimeros por ellos elegidos coincide.

b) Demostrar lo mismo si lo naturales van del 1 al 42.



SOLUCION: a) Por el principio del palomar. Tomemos como palomares las sumas posibles. Solo

teniendo en cuenta que son niimeros del 1 al 40 tenemos 118 sumasasaber1+14+1=3,14+1+2 =
4,...,40 + 40 + 40 = 120. Como palomas, las ternas de naturales elegidas de entre las 10 existentes,
sin importar el orden, que son C’%O = 120. Como 120 > 118, por el principio del palomar tendremos
dos palomas (ternas) que van al mismo palomar (suma).
b) En este caso las sumas son 124 (del 3 al 42 + 42 + 42 = 126) por lo que no podemos aplicar el
principio del palomar directamente. Una forma de subsanar el problema es considerar dos casos segtin
si los nimeros elegidos son todos distintos o alguno se repite. Si son todos distintos entonces las sumas
posible son solo 118 (del 1 + 2+ 3 = 6 al 40 + 41 4 42 = 123) menor que 120. Si hay dos iguales,
supongamos x1 = g, entonces xr1 + T3 + T4 = T2 + T3 + X4.

EJERCICIO 10 Sea una franja de 2 x n decimetros que quiere embaldosarse. Las baldosas son
de dos tipos: tipo A cuadradas de 2 x 2 decimetros y tipo B rectangulares de 2 x 1 decimetros. Se
puede usar cualquier cantidad de dichas baldosas. Sea a,, la cantidad de embaldosados posibles.

Demostrar que si n es par entonces
2ntl 41
an - T.

Sugerencia: Hallar una ecuacién en recurrencia para a,.

SoLUCION: Cada embaldosado comienza o bien con una baldosa cuadrada on con una rectangular
vertical o con dos rectangulares horizontales, por lo que

ap = Ap—2 + ap-1 + Ap—2 = Ap—1 + 2ap2.

Ademds a; = 1 (solo una baldosa vertical) y as = 3. Resolviendo esta ecuacién homogénea de grado
2 con dos condiciones iniciales obtenemos que a,, = (2""1 4 (—1)")/3 de lo cual se concluye que para
n par a, = (2" +1)/3.



