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Capitulo 2

Las técnicas basicas de la
Combinatoria

Contar es una técnica ...y un arte. Averiguar cuantoes ‘objetos existen que se ajustan a
determinadas caracteristicas puede no ser facil'. En el caso de una coleccién fisica, concreta,
de objetos se trata simplemente de enumerarlos; es decir, quién decimos que es el primero,
quién el segundo, etc. Pero si, como es habitual, lo que tenemos es una coleccién definida
abstractamente (como por ejemplo, los pasos de un algoritmo cuando los datos de entrada son
de un determinado tamano), el procedimiento tiene que ser otro, en general. Con frecuencia,
la Unica alternativa es indirecta y consiste en comparar la coleccién dada con otra coleccién de
objetos (cuyo niimero conocemos).y comprobar, si fuera el caso, que tienen el mismo ntimero
de objetos. En este capitulo discutiremos una serie de técnicas basicas que han demostrado ser
muy utiles para llevar a cabo ese tipo'de comprobaciones; pero cémo seleccionar la coleccién
adecuada con la que se compara es més una cuestiéon de experiencia, y de prueba y error;
todo un arte.

Las colecciones de objetos que nos interesaran vienen a veces ordenadas de forma natural
y otras veces el orden resulta irrelevante. En ocasiones las colecciones se forman atendiendo
a ciertos principios de exclusion que impiden repeticiones, y en otras no. Estos dos condicio-
nantes, orden y repeticién, aparecen siempre en cualesquiera cuestiones de Combinatoria. Y
siempre, en cada caso particular, habra que precisarlos.

Un conjunto es una coleccién (no ordenada) de objetos, que llamaremos sus elementos.
Un conjunto muy especial es el conjunto vacio, @, aquél que no tiene elemento alguno.
Generalmente, los representaremos escribiendo sus elementos entre llaves. Si permitimos que
el conjunto contenga elementos repetidos, utilizaremos un nombre especial, multiconjuntos.
Nos interesard, fundamentalmente, contar el nimero de elementos de que consta un conjunto,
lo que llamaremos su tamano o cardinal. En un momento precisaremos esta idea.

En muchas ocasiones convendra considerar las listas, colecciones ordenadas de objetos,
en las que deberemos distinguir si se permite o no la aparicién repetida de elementos (y
hablaremos de listas con y sin repeticién permitida). Las representaremos generalmente es-

'Es bien sabido que hay tres tipos de matematicos: los que saben contar y los que no.
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66 CAPITULO 2. LAS TECNICAS BASICAS DE LA COMBINATORIA

cribiendo sus elementos entre paréntesis. Al niimero de elementos de que consta una lista lo
llamaremos, por distinguir, su longitud.

Todas estas ideas seran convenientemente desarrolladas en las paginas siguientes, donde
nos entrenaremos en la tarea de decidir qué tipo de objetos son los adecuados para descri-
bir cada problema particular. A veces tendremos que mezclarlos y considerar, por ejemplo,
conjuntos cuyos elementos son listas, o listas cuyos términos son conjuntos.

Supongamos, por ejemplo, que tenemos los objetos a, b y ¢. Podemos, por ejemplo, con-
siderar los conjuntos de tamano 2 que podemos formar con estos objetos,

{a,b},{a,c}, {b, ¢},

o quizas las listas sin repeticion de longitud 2,

(a,b),(b,a),(a,c),(c,a) (b, c)ycD).

Si permitiéramos repeticion de elementos, deberfamos.anadir, en el primer caso, los conjuntos
{a,a}, {b,b} v {c,c}; y, en el segundo, las listas (a,a), (b,b) y (c,c).

Obsérvese el uso que hemos hecho de la notacién de las llaves y los paréntesis en esta
enumeracién. Por ejemplo, el conjunto {a,b} es el mismo que {b,a}, mientras que la lista
(a,b) no es la misma que la (b, a).

2.1. Aprendiendo a contar

Se dice que un conjunto-A tiene cardinal n si existe una funcién biyectiva f : {1,...,n} —
A. Por convenio se asigna cardinal cero al conjunto vacio. Un momento de reflexion lleva a
concluir que el cardinal no es mas que el nimero de elementos de un conjunto. A este cardinal
lo llamaremos también, al menos cuando sea finito, tamano del conjunto. Para un conjunto A
escribiremos, indistintamente,

tamano de A = |A| = #A‘

Asi que, aunque suene algo pedante, contar consiste en establecer una biyeccion entre los
elementos del conjunto y un conjunto de numeros naturales. Pero es algo que hacemos,
aunque no seamos conscientes de ello: si quisiéramos contar el nimero de alumnos que hay
en el aula, empezariamos por uno de ellos y le asignarfamos el 1 (quizds senialdndolo y diciendo
“uno” en alto), luego irfamos al siguiente y le asignariamos el 2, etc. El resultado final, por
supuesto, no depende del orden en que hayamos hecho la asignacién (es decir, de la biyeccion
elegida), sino sélo de la cantidad de nimeros naturales 1,2,... que hayamos utilizado.

Podemos ir un poco mas alla con esta idea. Una consecuencia directa de nuestra definicion
de cardinal es la siguiente:

si A y B son dos conjuntos y existe una aplicacion biyectiva de A sobre B, en-
tonces |A| = |B|.

(version preliminar 12 de octubre de 2003)



2.1. Aprendiendo a contar 67

Es decir, dos conjuntos tienen el mismo cardinal si existe una biyeccién entre ellos?. Diremos
que un conjunto es infinito® si no se puede establecer una biyeccién con {1,...,n}, para
ningin n.

Esta serd una de nuestras herramientas fundamentales para contar el nimero de elementos
de un conjunto A: buscar un diccionario (una biyeccién) que transforme el problema en el de
contar el nimero de elementos de otro conjunto B (en principio, sus elementos no tienen por
qué ser del mismo tipo que los del original). Obviamente, este procedimiento serd efectivo si
el segundo conjunto resulta mas sencillo de analizar (o bien conocemos a priori su tamano).

EJEMPLO 2.1.1  Queremos conocer el tamano del conjunto

A={neN : n es divisor de 60000}.

Un primer intento podria consistir en enumerar todoslos niimeros menores o iguales que
60000 e ir comprobando, uno a uno, si lo dividen o no. Pero podemos ser mas astutos. Si
escribimos el desarrollo en factores primos de 60000,

60000 = 2° .3 . 5%,
observamos que si n es divisor de 60000, entonces
n=2%.3%.57 con {0<a<50<B<1,0<~y<4}

(si esto no nos convence, véase el lema 4.3). Asi que podemos establecer la biyeccién

3 Tist 0<a<h,
A ={n e N : nesdivisor de 60000} «— B = st 0<p<1,
(a, 8,7) 0<~<d

Para comprobar que esto es realmente una biyeccién sélo necesitamos recordar que la des-
composicion de un entero en factores primos es tnica. Una vez probado que tenemos una
biyeccién entre conjuntos, podremos concluir que |A| = |B|. Con esto hemos transformado
un problema en otro; aprenderemos pronto a evaluar el tamano del segundo conjunto. &

EJEMPLO 2.1.2 Sean X = {1,2,...,n} y A = {subconjuntos de X}. Queremos conocer el
tamano de A, es decir, saber cudntos posibles subconjuntos tiene un conjunto con n elementos.

Para identificar un subconjunto de X basta decidir si cada elemento de X estd o no en el
subconjunto. Una manera de hacerlo seria asociar un 0 a los elementos de X que no estan en
el subconjunto y un 1 a los que si lo estan. Por ejemplo:

2Hay otras maneras de comprobar que dos conjuntos tienen el mismo cardinal, véase el ejercicio 2.1.3.
3La definicién de cardinal se puede ampliar a conjuntos infinitos (véase la subseccién 2.1.3).
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68 CAPITULO 2. LAS TECNICAS BASICAS DE LA COMBINATORIA

Algunos ejemplos de esta identificacion serian:

0,1,1,...,1,1) «— {2.3,...,n—1,n}
(0,0,0,...,0,0) «— @
(1,1,1,...,1,1) «— X

Con esta regla hemos construido una biyeccién entre nuestro conjunto original A y el con-
junto B formado por todas las n-listas con repeticién permitida que podemos formar con los
simbolos {0, 1}, que pronto aprenderemos a contar. &

2.1.1. El doble conteo

En realidad, el caso de las biyecciones se puede ver como uno particular de un enunciado
mas general. Empecemos considerando el siguiente ejemplo:

EJEMPLO 2.1.3 Divisores positivos y negativos.

Volvamos a considerar el conjunto A = {n € N/n es divisor de 60000}. Y ahora consideremos

el conjunto
C = {n € Z/nes divisor de 60000}.

Es claro que a cada divisor n positivo de 60000 le corresponden dos divisores en Z, n 'y —n.
Asi que podemos construir una aplicaciéon f : C —— A de manera que a cada elemento
n € C se le asocia un elemento de A mediante la receta f(n) = |n|.

Es claro que esta aplicaciénes sobreyectiva (cada elemento de A tiene al menos una
preimagen, un elemento.de C'con el que estd relacionado a través de la aplicacién f). Sin
embargo, no es biyectiva, porque hay elementos de C' cuyas imégenes coinciden (n y —n van
ambos a |n|). De hecho, cada elemento de A tiene exactamente dos preimagenes. Es obvio
entonces que C' tiene el doble de elementos que A. &

El tnico requisito que necesitabamos en este ejemplo es que la aplicacion fuera sobreyec-
tiva (que no se “saltara” ningin elemento de A). Podemos entonces escribir que, dados dos
conjuntos X e); si encontramos una aplicacién sobreyectiva

x -1y

de manera que cada elemento de ) tenga dos preimagenes (lo que llamaremos una aplicacién
2 a 1), entonces
X =2[Y].

Para expresar que todos los elementos de ) tienen dos preimagenes escribiremos que #{f~'(y)} =
2 para todo y € ). No cuesta mucho trabajo pensar ahora en aplicaciones sobreyectivas entre
dos conjuntos X e ) que asocien k elementos de X a cada uno de ). En este caso, si podemos
encontrar una aplicacion sobreyectiva

x Ly
tal que #{f'(y)} = k para todo y € ), podremos deducir que |X| = k|))].

(version preliminar 12 de octubre de 2003)



2.1. Aprendiendo a contar 69

Hay una manera muy grafica de entender estos resultados (y algunos mas generales que
veremos a continuacién). Se trata de un argumento simple, pero eficaz, que llamaremos
el lema del doble conteo. Consiste en la siguiente idea: dada una matriz, si_sumamos
los valores de todas sus entradas, el resultado no dependera de si primero sumamos cada
fila y luego los resultados obtenidos (lo que llamaremos “sumar por filas”) o.de si primero
sumamos cada columna y luego los resultados (“sumar por columnas”). Es algo'sobre lo que
ya reflexionamos en la pdgina 51, cuando explicdbamos las manipulaciones-con sumas dobles.

Apliquemos esta idea a nuestro caso. Tenemos una aplicacién sobreyectiva

x Ly
y construimos la siguiente matriz: en verticales colocamos los elementos de X = {z1,...,x,}
y en horizontales, los de Y = {y1,...,ym}. En otros términes, etiquetamos las filas con

los elementos de X y las columnas con los de ). Lias entradas de la matriz seran ceros o
unos. Colocaremos un uno en la posicién (i,7) si f(x;) = yj, y un cero en caso contrario.
Obtendriamos una matriz del tipo

Hyl‘yQ‘yi’)""(ym‘

z1 || 1| 00 [+ | O
z2 | O 0 | 1 |---| 0
z3 || 0[O0 [0 |---] 1
Tpfl 170010

El que sea una aplicacién nos garantiza que en cada fila aparece exactamente un uno (por-
que cada elemento de X sélo tiene una imagen). Y si sumamos por filas, observemos que
obtenemos un uno por cada una de ellas; en total, |X’| unos.

Imaginemos ahora que, ademas, la aplicacién f es biyectiva, esto es, 1 a 1. Entonces en
cada columna sélo aparece un 1. Sumando en todas las columnas, obtenemos |)| unos. Y
como el resultado no ha 'de depender de si sumamos por filas o por columnas, deducimos que

como ya sabfamos. Si la aplicacion es 2 a 1, entonces en cada columna hay dos unos, y en
total obtenemos 2 |)| unos, de manera que tendriamos

X =21

Y una expresién analoga obtendriamos si la aplicacién fuera k a 1. Ahora podemos ir méas
alla y considerar una aplicaciéon f cualquiera de X' a ). Construyendo la matriz correspon-
diente, al sumar por filas seguirfamos obteniendo el valor |X|. Y en la columna etiquetada
con y; obtendriamos tantos unos como preimagenes tenga el elemento y;, es decir,

#{f 7w}

(version preliminar 12 de octubre de 2003)



70 CAPITULO 2. LAS TECNICAS BASICAS DE LA COMBINATORIA

unos. En total, deduciriamos que

X =Y #{ W)}

yey

Obsérvese que para deducir esta expresion no es necesario que la aplicacién sea sobreyectiva,
porque si f se “salta” un cierto elemento y; € ), entonces #{f *(y;)} = 0, de manera que
el valor de la suma de arriba no cambia.

El mismo argumento nos permite escribir una expresién semejante: si llamamos

ar=#{y € V/#{f Ny} = kY

esto es, ai es el nimero de elementos de ) que tienen exactamente k preimégenes, entonces
H#X = E k ag.
k

Aunque a estas alturas parece excesivo introdueir-esta maquinaria del doble conteo, encon-
traremos mas adelante ejemplos muy interesantes en los que su aplicacién nos permitird ob-
tener resultados dificiles de probar de otra manera (en el principio de inclusién/exclusién, en
grafos, en el lema de Hall, etc.). Por ahora, un buen ejemplo es el siguiente:

EJEMPLO 2.1.4  Una aplicacion del lema de doble conteo.

Dado un cierto conjunto C, consideremos un conjunto A = {ai,...,a,} de elementos de
C (podrian ser todos los de C) y una coleccién F = {Fi,..., F,} de subconjuntos de C.
Construyamos la matriz que tiene a los elementos de A etiquetando las filas y a los de F
etiquetando las columnas. Una casilla de la matriz estara etiquetada con un par (a;, F}), con
a; € Ay Fj € F. Pues bien, en esa posicion colocaremos un 1 si a; € Fj y un 0 en caso
contrario.

BBl R,
a1 1 0 R 1
a2 0 0 A 0
anp | 1 | 1 1
Llamemos ahora
g(a;) = #{ elementos de F a los que a; pertenece}
h(Fj) = +{ elementos de A que estdn en F}}

Sumar las entradas de la matriz por filas y por columnas nos proporciona la identidad

> gla) = > h(Fy).

a; €A FjE]’—

(version preliminar 12 de octubre de 2003)



2.1. Aprendiendo a contar 71

Con frecuencia ocurrird que cada elemento de A pertenezca a un nimero fijo de subconjuntos,
es decir, que g(a;) = g, para todo a; € A; y que todos los subconjuntos tengan un nimero
fijo de elementos, h(F};) = h, para todo F; € F. En este caso se tendra que

[Alg = [Flh. *
EJEMPLO 2.1.5 (Lema de los saludos). Consideremos una reunion de personas.que pueden
conocerse o no entre si. Si una persona conoce a otra, entonces la saludard. Entonces el
numero de saludos, sea cual sea el nimero de personas o el numero de personas que se
conozcan entre si, es un numero par.

Nombremos a las personas de la reunién con A = {a1,...,ay} y consideremos el conjunto
F = {subconjuntos de A de dos elementos que se conocen entre si} .

Construimos la matriz que tiene a los elementos de A etiquetando las filas y a los de F
etiquetando las columnas. Las posiciones de la matriz estan etiquetadas por “pares”

(ajv{akaal})m Conj7ék'

Colocamos un uno si j = k o j =1 y un cero en el resto de los casos. Si ahora sumamos por
filas, observamos que cada fila nos proporciona el nimero de saludos que efectia el elemento
a; que etiquete la fila. Asi que sumando los resultados de todas las filas obtendremos el
nimero de saludos total. Pero cada. columna contiene sélo dos unos. Sumando todas las
columnas, obtendremos un nimero par. &

2.1.2. El paso al complementario

Tenemos un conjunto X formado por una serie de objetos y queremos
contar cuantos de entre ellos cumplen, ademas, una cierta propiedad;
llamemos A al subconjunto de X formado por estos elementos. Entonces
llamaremos A€, el complementario de A en X al conjunto de los
elementos de X que no estdn en A (en este caso, los que no cumplen
la propiedad que caracteriza a los elementos de A). El dibujo aclara la
idea.
A menudo nos encontraremos con que resulta mas sencillo evaluar el nimero de elemen-
tos de X que no estdn en A, es decir, |A°|, que el propio tamano de A. Y es obvio que
tendremos que

[ X| = 1Al + 4%,

por lo que, si conocemos el tamaio de los conjuntos X y A€, podremos calcular® el de A. Es
importante senialar que, dado un conjunto A, el simbolo A¢ no tiene sentido si no definimos
dentro de qué conjunto estamos calculando el complementario. El siguiente ejemplo quizas
aclare esta idea.

“Esta regla no es sino un caso particular de la regla de la suma, que estudiaremos de forma més general
en la seccién 2.3.

(version preliminar 12 de octubre de 2003)



72 CAPITULO 2. LAS TECNICAS BASICAS DE LA COMBINATORIA

EJEMPLO 2.1.6 Queremos evaluar el tamano del conjunto

C={neN,1<n<60000 : n no divide a 60000} .

Habiamos visto en el ejemplo 2.1.1 que podiamos evaluar el tamano del conjunto A =
{n € N: n divide a 60000}; o, al menos, habiamos transformado este problema en uno que,
como ya avisabamos, aprenderemos a resolver en la siguiente seccion. Ahora consideremos
los conjuntos X1 = {1,2,...,60000} y X9 = {1,2,...,100000}, cuyos tamanos conocemos:
| X1| = 60000 y | X2| = 100000. Es obvio que A es un subconjunto tanto de X; como de Xs.

El conjunto C' es el complementario de A dentro de X;, porque todo nimero natural
menor o igual que 60000, o bien estd en A (si divide a 60000) o:bien en C' (si no lo hace). De
manera que

|C| =|X1] — |A] = 60000 — |A|.
Sin embargo, el complementario de A dentro de Xo (que es un conjunto de nimeros naturales
perfectamente definido) no coincide con C. Por ejemplo, el niimero 60,001 es un elemento de
X5 que no estd en A pero tampoco en C. &

2.1.3. El infinito

Si Ay B son dos conjuntos finitos y existe una funcién biyectiva
entre ellos, entonces |A| y |B| tienen el mismo tamano. Reservamos
la palabra “tamano” para el caso de los conjuntos finitos. Mas gene-
ralmente, decimos que A y B tienen el mismo cardinal si existe una
biyeccion entre ambos.

Asi, un conjunto A tenia tamano (o cardinal) n si podia ser puesto
en biyeccién con {1,...,n}. Y un conjunto A era infinito si no se
podia poner en biyeccién con {1,...,n}, fuera cual fuera n. Pero
el concepto del infinito® es elusivo y desaffa en muchas ocasiones
nuestra intuicién. En palabras de Hilbert©,

iEl infinito! Ninguna otra cuestiéon ha conmovido nunca tan
profundamente el espiritu humano; ninguna otra idea ha esti-
mulado tan fructiferamente su intelecto; y ningin otro concep- FiGUura 2.1: D. Hilbert
to tiene tanta necesidad de ser clarificado.

®Aqui convendria sefialar que el concepto de infinito al que nos estamos refiriendo es al de un infinito
actual, una entidad, un objeto dado. Desde Aristételes (que lo prohibia expresamente en el Libro III de su
Fisica) hasta Gauss sélo se manejaba un concepto de infinito potencial, como la posibilidad de considerar
procesos ad infinitum.

SDavid Hilbert (1862-1943) fue uno de los matemdticos mas influyentes de finales del siglo XIX y prin-
cipios del XX. Realiz6 importantisimas aportaciones a diversas ramas de las matematicas, como la Teoria
Algebraica de Numeros, la Geometria, los Fundamentos de las Matematicas, el Andlisis Funcional, la Fisica
matemadtica. . . Los ahora llamados espacios de Hilbert son la base de la formulacién de la Mecanica cuantica,
que ha conseguido describir satisfactoriamente los fenémenos subatémicos. En 1900, en el segundo Congreso
Internacional de Matemaéticos celebrado en Paris, propuso una lista de 23 problemas que él consideré como
los mas relevantes en las Matematicas de aquel momento; algunos de ellos todavia no se han resuelto com-
pletamente, como es el caso de la hipdtesis de Riemann (véase la pdgina 1023). Quizés sirva como ilustracién
de su espiritu una de sus frases favoritas: Wir miissen wissen, wir werden wissen. Esto es, “Debemos saber,
sabremos”.

(version preliminar 12 de octubre de 2003)



2.1. Aprendiendo a contar 73

Es obvio que conjuntos como N, Z, Q, R, N x N, etc., son infinitos. Pero la pregunta que
surge es: jcémo compararlos?

Empecemos con un ejemplo sencillo: tomemos el conjunto N y el conjunto P-de todos
los nimeros naturales pares. La intuiciéon nos diria que “hay més” nimeros naturales que
numeros naturales pares. Al fin y al cabo, P C N. Pero consideremos la funcion f : N'— P
dada por

f(n)=2n, paracadan € N.

Es facil comprobar que esta funcién es una biyeccion entre los dos conjuntos, asi que, segin
nuestra definicién, tienen el mismo cardinal (lo mismo ocurre con N‘y los niimeros naturales
impares; témese la funcién f(n) = 2n —1). Un hecho quizés sorprendente: los naturales pares
(o los impares) son un subconjunto de N (y no son todo N), y sin embargo ambos conjuntos
tienen el mismo cardinal.

Venga aqui a ilustrarnos Antonio Machado con el siguiente Ejercicio de Sofistica de Juan
de Mairena:

La serie de los nimeros pares es justamente la mitad de la serie total de nimeros. La
serie de los niimeros impares es justamente la otra mitad. La serie de los pares y la serie
de los impares son —ambas— infinitas. La serie total de los nimeros es también infinita.
. Sera entonces doblemente infinita que la serie de los nimeros pares y que la serie de
los impares? Seria absurdo pensarlo, porque el concepto de infinito no admite ni més ni
menos. Entonces, las partes —la serie par y la impar—, jserdn iguales al todo?

— Atenme esta mosca por el rabo y diganme en qué consiste lo sofistico de este
argumento.

Juan de Mairena gustaba de hacer razonar en prosa a sus alumnos, para que no
razonasen en verso.

El que una parte tenga igual cardinal que el todo no puede ocurrir, por supuesto, para
conjuntos finitos”. Un buen ejemplo de esta paradoja es el conocido hotel de Hilbert: si un
hotel tiene un nimero finito de habitaciones (jque es lo que habitualmente sucede!, pese a que
en algun hotel de nuestras-costas pueda parecer lo contrario) y todas ellas estdn ocupadas,
no podremos alojar a ningtin huésped nuevo. Sin embargo, imaginemos un curioso hotel que
tuviera un numero infinito de habitaciones, todas ocupadas. Llega un nuevo huésped que
desea habitacion, pero. el recepcionista no se arredra ante las dificultades, y encuentra una
solucion: pide al huésped que ocupa la habitacion 1 que se mude a la 2, al de la segunda que
pase a la tercera, y asi, sucesivamente. De manera que el viajero puede ser acomodado en la
primera habitacion.

Mas aun, el dia se presenta complicado, porque de pronto llega un numero infinito de
personas que desean alojamiento. El intrépido recepcionista encuentra la solucion: simple-
mente pide al huésped de la primera habitaciéon que se mude a la segunda, el de la segunda
a la cuarta, el de la tercera a la sexta, y, en general, el de la habitacion n a la habitacién 2n.

Asi libera todas las habitaciones impares, y en ellas pueden ser acomodados los viajeros®.

"De hecho, esta propiedad podria ser utilizada como definicién de conjunto finito.

8En el mismo hotel de Hilbert podemos establecer mas conclusiones sorprendentes: el hotel tiene todas las
habitaciones ocupadas y se marcha un huésped. El niimero de ocupantes sigue siendo el mismo. De hecho, si
se marchan todos los que ocupan habitaciones pares, ocurre lo mismo; pero no asi si se marchan los huéspedes
que ocupan las habitaciones, digamos, de la quinta en adelante (véase también el ejercicio 2.1.4).
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Fijémonos en que una consecuencia de la biyecciéon f que hemos construido entre N y el
conjunto P de los naturales pares es que podemos listar en orden los elementos de P; asi, 2 es
el primer elemento de P (pues es la imagen de 1), 4 es el segundo (imagen de 2), etc. De
hecho, esto es algo general: consideremos un conjunto A para el que existe una biyeccién
f:N — A. Para cada n € N, llamemos a,, al elemento de A que es imagen de n mediante f,
f(n) = a,,. Entonces podemos listar los elementos del conjunto A,

A:{(ll,ag,ag,...}.

Cualquier conjunto que pueda ser puesto en biyeccién con N se dice
que es numerable’, y su cardinal serd el mismo que el de N. Este
cardinal se nombra con la primera letra del alfabeto hebreo, X (“alef
sub cero”).

En realidad, si un conjunto A es infinito, basta con saber que
existe una funcién f : A — N inyectiva o una funcién g : N — A
sobreyectiva para concluir.que A es numerable!® (véase el ejercicio
2.1.7). Es obvio que el propio N es numerable, y hemos visto que el
conjunto de los numeros naturales pares (o de los impares) también
lo es. Y en realidad cualquier subconjunto infinito de los ntmeros
naturales (véase el ejercicio 2.1.13) es numerable; de alguno de ellos
ya tenfa constancia Galileo'!:

FiGura 2.2: G. Galilei

No veo otra decision sino admitir que el conjunto de los niime-

ros es infinito; los cuadrados son infinitos, y ni la cantidad de
cuadrados es menor que la cantidad de naturales, ni al revés. Los atributos de igualdad,
de mayor o menor no tienen cabida al tratar cantidades infinitas, sino sélo en cantidades
finitas.

Veremos que Machado y Galileo sélo tenian razén en parte: en realidad, el concepto de infinito
si admite “més y menos”.

9Hay quien entiende que numerable incluye también el caso en que el conjunto es finito. A veces se utiliza
la palabra contable, como aquél que se puede contar o enumerar.

19Un resultado mds  general, debido a Bernstein y Schréder, nos dice que si A y B son dos conjuntos y
construimos sendas aplicaciones inyectivas, una de A en B y otra de B en A, entonces ambos conjuntos tienen
el mismo cardinal.

H@Galileo Galilei (1564-1642), astrénomo, filésofo, matematico, es bien conocido por sus trabajos sobre la
caida de los cuerpos, su uso del telescopio o su desarrollo del método experimental (o cientifico), asi como
los problemas que tuvo con la Inquisicién por apoyar la teoria heliocéntrica de Copérnico. Es legendaria la
frase (quizds apdcrifa) de “eppur si muove” (“y, sin embargo, se mueve”) que pronuncié cuando fue obligado
a abjurar de sus planteamientos heliocéntricos. Galileo defendia la necesidad de manejar el lenguaje de las
Matemaéticas para entender el “libro de la Naturaleza”. El siguiente es un extracto de su obra de 1623 El
ensayador (Aguilar, Buenos Aires, 1981):

La Filosofia esta escrita en ese grandisimo libro que tenemos abierto ante los ojos, quiero
decir, el Universo, pero no se puede entender si antes no se aprende a entender la lengua, a
conocer los caracteres en los que esta escrito. Estd escrito en lengua matemaética y sus caracteres
son tridngulos, circulos y otras figuras geométricas, sin las cuales es imposible entender ni una
palabra; sin ellos es como girar vanamente en un oscuro laberinto.
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Pero volvamos a los conjuntos numerables: ;jlo seran conjuntos de los que N sea una
parte? Por ejemplo, jes Z numerable? Si, lo es, pues podemos enumerar sus elementos:

0,1,—1,2,—2,.... Lo que se corresponde, por ejemplo, con la biyeccién f : N — Z dada
por
n .
—, sin es par,
fm={ °
) 1-n .
5+ Sinesimpar.

Y la siguiente pregunta que nos hariamos es: jes acaso Q numerable? La respuesta ya no es
tan obvia, pues no es sencillo enumerar todos los niimeros racionales: es claro que no pode-
mos ordenarlos en forma creciente, pues, para empezar, no hay un racional “mas pequeno”.
Demostremos primero que Q7 esto es, los racionales positives, son numerables (la extensién
a todo Q serd inmediata).

12 3 4 Todo lo que tenemos que hacer es listarlos ade-
! ! ! ! cuadamente; con la ayuda de la tabla (infinita) que
/ aparece a la izquierda. Todos los racionales de de-
1 2 3 4 nominador1 estan en la primera fila, los de deno-
2 2 2 2 ‘ .
minador 2 en la segunda, etc. (asi que la tabla in-
l / cluye a todos los racionales positivos). Y ahora los
% % % % recorremos siguiendo el itinerario zigzagueante que
marcan las flechas del dibujo: la lista de todos los
/ elementos de QT se obtiene con este procedimien-
o 2 3 1 to. Quizéas repetidos, pero con esto hemos construi-
l / do una funcién sobreyectiva f : N — QT (por
ejemplo, f(8) = 3/2), lo que es suficiente para ga-
% % % % rantizar la numerabilidad de Q1 (véase el ejercicio

2.1.7). Una vez que hemos enumerado los racionales
positivos, hacer lo mismo con todos los racionales
es tarea sencilla (véase el ejercicio 2.1.14)

La posibilidad de construir biyecciones entre un conjunto y N nos ha permitido descubrir
sorprendentes (en principio) ejemplos de conjuntos numerables, tales como los racionales.
Exactamente el mismo argumento utilizado para Q™ nos permite también comprobar que
el conjunto N x N, los pares de ntmeros naturales, es también numerable. Y, de hecho,
cualquier producto cartesiano de un numero finito de copias de N es numerable (véase el
ejercicio 2.1.11).

Una vez definido el cardinal de los nimeros naturales, Ng, el “mdas pequeno” infinito
posible, la siguiente (y obvia) pregunta es: jhay conjuntos que no sean numerables? Por
ejemplo, jqué ocurre con R, es numerable o no?

Teorema 2.1 (Cantor) FEl conjunto de los nimeros reales R no es numerable.
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DEMOSTRACION. Utilizaremos un argumento de gran importancia,
que se aplica en muchos otros contextos, y que es conocido como el
argumento diagonal de Cantor'?. Antes de entrar a describirlo,
observemos que queremos probar un resultado de imposibilidad: a
saber, que no es posible poner en biyeccién N y R.

En realidad, haremos sélo el argumento que demuestra que el in-
tervalo (0,1) no puede ser puesto en biyeccién con N (el que (0,1) y
R si que pueden ser relacionados mediante una biyeccién es sencillo
de comprobar, véase el ejercicio 2.1.17). Procederemos por reduc-
cién al absurdo: supongamos que (0,1) es numerable. Sabemos que
entonces podremos listar en orden todos sus elementos; llamémosles

Figura 2.3: G. Cantor

ni,N2,ns,... y enumerémoslos escribiendo sus expresiones decima-
les,

ng = O,a%a%aéai...

ng = O,a%a%a%ai...

ng = O,ai’agagai...

ng = O,a‘lla%aéaji‘...

Aqui, a] significa el nimero (entre 0 y 9) que ocupa la posicién i-ésima del desarrollo decimal
del nimero real nj, que ocupa la posicién j en esta ordenacién.

Ahora construimos un numero real (en el intervalo (0, 1))
b=0,bsbybsby ...

de la siguiente manera: si.aj = 1, entonces by = 2, y si al # 1, entonces b; = 1. La segunda
cifra decimal, by, sera1'si a2 # 1 y serd 2 si a2 = 1. En general,

1, sial#1,

1 n _—
2, sia, =1

La expresién decimal del nimero b asi construido consta de una lista de unos y doses tras
la cifra decimal; como es un ntmero de nuestro intervalo, ha de aparecer en nuestra lista,
en alguna posicién, digamos en la posicién k. Asi que b = ny. Pero esto no puede ocurrir,
porque by, la k-ésima cifra del desarrollo decimal de b es, por construccion, diferente de aﬁ, la
k-ésima del desarrollo de ny, (y el desarrollo decimal de b no termina en una lista infinita de
ceros o nueves, lo que podria dar lugar a ambigiiedad, véase la pagina 237). Hemos llegado
asi a una contradiccién. [ |

12Georg Cantor (1845-1918) es considerado como el padre de la moderna Teoria de Conjuntos. Sus trabajos
en este campo, sus estudios sobre el infinito, hicieron que Hilbert llegara a decir que “nadie nos expulsara del
paraiso que Cantor ha creado para nosotros”. También contribuyé a definir conceptos como la dimensién o la
medida. Su biografia estd salpicada de relaciones tempestuosas con matemaéticos de la época, como Kronecker
o Mittag-Leffler. Sufrié numerosas crisis depresivas y, de hecho, murié internado en un sanatorio psiquiatrico.
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El cardinal de R (y de cualquier conjunto que se pueda poner en biyeccién con él, como
un intervalo de la recta real'®) se nombra con la letra c; se dice que tiene el cardinal del
continuo. Como Q es numerable y que R no lo es, el conjunto de los irracionales no puede ser
numerable (véase el ejercicio 2.1.15). Asi que irracionales hay “muchos mas” que‘racionales.
Uno se preguntaria qué le habria ocurrido a Cantor tras este descubrimiento si hubiera vivido
entre los griegos (recordando el final de Hipaso, que se limité a mostrar que algunos nimeros,
como V2 o /5, eran irracionales).

Pero las sorpresas no acaban aqui: observemos que un nimero racional a/b (y en parti-
cular, uno entero) es solucién de una ecuacién del tipo bz — a = 0,/es decir, es una raiz de
un polinomio de grado 1 con coeficientes enteros. Numeros irracionales como V2 o /5 son
también raices de polinomios con coeficientes enteros; en este caso, de-grado 2: z2 — 2 = 0
y 2 — 5 = 0, respectivamente. También la razén durea, (14 v/5)/2, es raiz de un polino-
mio de este tipo, 22 — 2 — 1 = 0. En general, diremos que un nimero es algebraico si es
raiz de alguna ecuaciéon polinémica con coeficientes enteros. Los niimeros reales que no son
algebraicos, los demds, se denominan trascendentes.

La existencia de estos nimeros trascendentes fue demostrada por Liouville en 1844 (vedse
el ejemplo 5.2.4); en 1873, Hermite probé que el nimero e es trascendente (que e es irracional
se prueba méas adelante, véase el ejemplo 5.2.3),y en 1882, Lindeman demostr6 que m también
lo es (dando fin, asi, al famoso problema de la cuadratura del circulo, véase la pagina 26). Pues
bien, se puede demostrar (véase el ejercicio 2.1.16) que el conjunto de los nimeros algebraicos
es numerable, asi que el de los trascendentes no lo es. Algo paradéjico: hay “muchos mas”
nimeros trascendentes que algebraicos, pero probar la trascendencia de un niimero concreto
es, en general, un problema dificilisimo (véase la subseccion 5.2.3).

Pero volvamos a los dos infinitos que hemos hallado hasta ahora,
el de N y el de R. Surgen de manera natural dos preguntas: ;hay
algin cardinal infinito estrictamente mayor que el de los naturales
pero menor que el de los reales? ;Y existen mas cardinales infinitos,
ademas de estos dos?

Para la primera pregunta, la famosa hipétesis del continuo afir-
maba que tal cardinal no existe. Godel™
hipotesis del continuo como un axioma mas que anadir a los habitua-
les de la teoria de conjuntos no se llegaba a contradiccién alguna. El
desenlace de la historia es sorprendente®®.

ya probd que si uno toma la

Y para la segunda, comprobaremos en un momento que si que

Figura 2.4: K. Godel

13Y otros muchos ejemplos: entre ellos, alguno tan extrafio como el conjunto ternario de Cantor de
todos los ntiimeros reales entre 0 y 1 cuyo desarrollo en base 3 no contiene ningtin uno.

MKurt Godel (1906-1978) revolucioné los Fundamentos de las Matemadticas cuando, en 1931, publicé su
famoso Teorema de Incompletitud, que respondia, negativamente, al FEntscheidungsproblem de Hilbert, el
problema de encontrar un método mecanico para decidir si una proposicién matematica arbitraria puede ser
probada dentro de una teoria o no.

15Probar la hipétesis del continuo fue uno de los problemas propuestos por Hilbert en 1900. En 1963, Paul
Cohen logré demostrar que se llegaba a la misma no contradiccién con los axiomas de la teorfa de conjuntos
si se tomaba la negacién de la hipétesis del continuo como un axioma més. Con esto, probé que esta hipétesis
es independiente del resto de los axiomas, asi que no puede ser probada o refutada partiendo de ellos.
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hay mas infinitos, ademas de los dos que hemos hallados; de hecho,

toda una jerarquia de infinitos distintos. Para verlo, consideremos un

conjunto cualquiera X, y llamemos P(X) a la coleccién de todos los subconjuntos de X
(este conjunto se nombra como partes de X). Ya hemos visto, en el caso finito (véase el
ejemplo 2.1.2), una biyeccién de P(X) en el conjunto de las listas de ceros y unos de longitud
n que nos permitird deducir més adelante (ejemplo 2.2.2) que, si | X| = n4 entonces P(X)
tiene tamano 2". Pero el resultado que aqui nos interesa es el siguiente:

Teorema 2.2 (Cantor) Dado un conjunto X, no puede ezistir una biyeccion de X so-
bre P(X).

DEMOSTRACION. Supongamos, por el contrario, que hubiera una biyeccién f : X — P(X).
Esta funcién asocia a cada elemento € X un cierto subconjunto de X, f(x) (un elemento
de P(X), es decir, un subconjunto de X). Y cualquier subconjunto de X (cualquier elemento
de P(X)) es la imagen, f(y), de un cierto y € X

Ahora construyamos

A={reX ¢ f()},

es decir, el conjunto de los elementos de X que no-estdn incluidos en el subconjunto f(x)
que les asocia la biyeccion. Por supuesto, A es un subconjunto de X, asi que existira cierto
y € X para el que A = f(y).

Llegamos a la contradiccién que buseabamos comprobando si ese elemento y estd o no
en A:

» Siy € A, entonces, por la definicién de A, y ¢ f(y). Pero esto es una contradiccién,
porque A = f(y).

» Siy ¢ A, entonces y € f(y). Pero entonces y deberia estar en A = f(y), de nuevo una
contradiccion.

FEn ambos casos llegamos a una contradiccién, asi que la supuesta biyecciéon no puede existir
en realidad. [

Como corolario inmediato, el cardinal de X es, con seguridad, menor que el de P(X)
(compruébese que podemos establecer una funcién inyectiva de X en P(X)). En particular,
el cardinal de N'es menor que el cardinal de P(N) (de hecho, el cardinal de P(N) coincide con
el de R, véase el ejercicio 2.1.19). Y mds atin, encontramos toda una cadena de cardinales
infinitos:

card(N) < card(P(N)) < card(P(P(N))) < ---

EJERCICIOS.

2.1.1 Sean A y B dos conjuntos finitos, de tamanos |A| y |B|, respectivamente. Demostrar que si
existe una aplicacion inyectiva f de A en B, entonces |A| < |B|.

2.1.2 A y B son, de nuevo, dos conjuntos finitos. Probar que si existe una aplicacion sobreyectiva
de A en B, entonces |A| > |B|.
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2.1.3 Demostrar, utilizando los dos ejercicios anteriores, que si A y B son dos conjuntos finitos

y tenemos dos aplicaciones: una inyectiva f de A en B y una sobreyectiva g de B en A, entonces
Al = |B].

2.1.4 Sobre el hotel de Hilbert. Durante una hora ocurre lo siguiente: para empezar, el hotel esta
vacio; a lo largo de la primera media hora llegan dos huéspedes, y se va uno; a lo largo del siguiente
cuarto de hora llegan otros dos huéspedes y se va uno (de los tres que habria en ese instante); a lo
largo del siguiente octavo de hora llegan otros dos, y se va uno (de los cuatro que habria-entonces); y
ast sucesivamente.

Obsérvese que al final del n-ésimo periodo de tiempo tenemos siempre n habitaciones ocupadas.

Compruébese, sin embargo, que si en cada periodo de tiempo el huésped que se marcha es el mds
antiguo en ese momento, al final de la hora el hotel queda vacio. Pero que, por el contrario, si quien se
marcha es el huésped mds reciente, el hotel tendrd infinitas habitaciones ocupadas la final de la hora.
¢ Cudntos huéspedes quedan en el hotel si, en cada periodo, quien se marcha es el sequndo huésped
mas antiguo?

2.1.5 Se forman todas las listas de longitud n con los nimeros {1,...,6} con repeticion permitida.
Probar que la suma de los numeros que aparecen en esas-listas es par para la mitad de ellas.

‘ Sugerencia. Establecer una biyeccion entre las listas con'suma par y las listas con suma impar.

2.1.6 Este ejercicio calcula el nimero A, de tiras (con repeticidn permitida) de longitud n, n > 1,
formadas con los simbolos {0,1} en las que no hay ceros consecutivos.
(a) Supongamos que de una tira admisible de longitud n, quitamos el dltimo digito si éste no es 0
y los dos ultimos si el ultimo es cero. Describir el proceso inverso.
(b) Usar (a) para probar que

A=A, 1+ Ao, para cada n > 3.

(¢) Calcular A,, para mw < 6.
(d) Generalizar al caso en que hay d simbolos: {0,1,...,d — 1}.

Sugerencia. Observar.que si tenemos una tira de las que cuenta A,, que acaba en 0, necesaria-
mente la posicién anterior-estd ocupada por un 1. La sucesién que se obtiene es casi la llamada
sucesién de Fibonacci (para calcular sus términos, utilizar la recurrencia a partir del tercero).

2.1.7 Probar que si S es un conjunto infinito y hay una funcion inyectiva f : S — N, entonces
S es numerable. Comprobar que lo mismo ocurre si tenemos una funcion sobreyectiva g : N — S,
Deducir, del argumento de la pdgina 75, que QF es numerable.

Sugerencia. Para la primera parte, considerar a la funcién f entre S'y f(5); y utilizar el ejercicio
anterior. Para el segundo, para cada s € S, escogemos el menor entero en el conjunto de preimagenes

9~ ({sh)-

2.1.8 Probar que si A y B son dos conjuntos numerables, entonces AU B es numerable. Y que, en
general, si Ay, ..., A, son conjuntos numerables, entonces U?_; A; es numerable.

2.1.9 Demostrar que, dada una coleccion infinita {A;}52, de conjuntos finitos, entonces U5, A; es
numerable (o finito).
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2.1.10 Probar, finalmente, que si {Aj}?il es una coleccion numerable de conjuntos numerables,
entonces U2, A; es numerable.

2.1.11 Probar que N x N es numerable. Deducir (utilizando induccion) que, en general, el conjunto
Nx e xN, esto es, el producto cartesiano de un numero finito de copias de N, es numerable.
2.1.12 Probar que si A es un conjunto infinito, entonces A contiene a un conjunto B numerable.

2.1.13 Probar que cualquier subconjunto infinito de N es numerable.

Sugerencia. Si S es el subconjunto, buscamos el menor entero en S, digamos s1. Y luego el menor
entero, so, de S\ {s1}. Y asi, sucesivamente.

2.1.14 Probar que Q es numerable.

‘ Sugerencia. Utilizar que QT lo es y el ejercicio 2.1.8 ‘

2.1.15 Deducir del ejercicio anterior que el conjunto de los numeros irracionales no es numerable.

’ Sugerencia. R = QU {irracionales}. ‘

2.1.16 Demostrar que el conjunto de los nimeros (reales) algebraicos es numerable.

‘ Sugerencia. Utilizar el ejercicio 2.1.10 ‘

2.1.17 Probar que existe un biyeccion entre el intervalo (0,1) (y, de hecho, entre un intervalo de la
recta real cualquiera) y todo el conjunto R.

‘ Sugerencia. Utilizar la funcién arcotangente. ‘

2.1.18 Probar que el conjunto-de todas las listas infinitas de ceros y unos no es numerable. Com-
probar que, sin embargo, el conjunto de todas las listas finitas (de longitud arbitraria) formadas con
ceros y unos si es numerable.

Sugerencia. Parala primera parte, comprobar que podemos poner en biyeccion el conjunto de
las listas infinitag de ceros y unos y P(N). Para la segunda, recordar la expresién en binario de los
nimeros naturales.

2.1.19 Comprobar que el cardinal de P(N) coincide con el cardinal del intervalo (0,1) (y, por tanto,
con el de R). Demostrar que, sin embargo, el conjunto de las partes finitas de N si es numerable.

Sugerencia. Establecer biyecciones de ambos conjuntos con el de las listas infinitas y finitas de
Ceros y unos.

2.1.20 Probar que R xR (y, en general, el producto cartesiano de un nimero finito de copias de R)
tiene la cardinalidad del continuo.

2.1.21 Hallar el cardinal de C.

2.1.22 Demostrar que si card(A) = card(B), entonces card(P(A)) = card(P(B)).

Sugerencia. Dada una biyeccién f : A — B, construir la aplicacién g : P(4) — P(B) que a
cada conjunto X € P(A) le asocia el conjunto de las imdgenes por f de los elementos de X.
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2.2. La regla del producto

Intentemos contar cuantas “palabras” podemos formar con una letra y un nimero (en
este orden), suponiendo que tenemos 23 letras {a, ..., z} y 10 nimeros, {0, 1,...,9} a nuestra
disposicion. Podemos construir esas palabras decidiendo primero qué letra situamos; una vez
hecho esto, escogemos el numero. El proceso podria verse, graficamente, de la siguiente forma:

019 TR

Cada una de las ramas del “arbol” dibujado nos conduce a‘un resultado distinto. Y el nimero
de ellas es, por supuesto, 23 x 10 (por cada eleccién de letra hay 10 elecciones posibles de
nimeros; y hay 23 elecciones iniciales de letra distintas).

Siguiendo este argumento, podemos enunciar una primera versién de la regla del producto:
supongamos que un cierto proceso se puede separar en una primera y una segunda etapas y
que tenemos a y b posibles resultados para las etapas; respectivamente. Entonces, el proceso
total se puede realizar, en el orden designado, de a X b maneras.

Mas generalmente, supongamos que nos dan-n conjuntos Ay, ..., A, y que formamos listas
en las que el primer elemento pertenece al conjunto Ay, el segundo a A, y asi, sucesivamente,
hasta la posicién n:

Aqui, un elemento de A; --- Aqui, un elemento de A; - - -
Il N SN D A I

1L 2 7 n—1 n

. Cudntas listas de estetipo distintas habra? Habra |A;| posibles elecciones para la primera
posicién, |Aa| para‘la segunda, etc.:

tt et
|A1| posibilidades |As]||As] [An—1]|An|
Asi que el nimero total es |A;] - [Ag| -+ |Ap].

A veces, el niimero de posibilidades que tenemos para realizar uno de los pasos puede
depender de lo elegido en un paso anterior. Por ejemplo, si queremos contar las 2-listas
que podemos formar con los simbolos {0,1} de manera que no haya dos ceros, el nimero
de posibilidades para la segunda posiciéon dependerd de si en la primera colocamos un cero
o un uno (habra una y dos posibilidades, respectivamente). En estos casos, en general, no
podremos aplicar directamente la regla del producto.

Con la regla del producto podemos completar algunos ejemplos que tenfamos pendientes:

(version preliminar 12 de octubre de 2003)



82 CAPITULO 2. LAS TECNICAS BASICAS DE LA COMBINATORIA

EJEMPLO 2.2.1 El numero de 3-listas (v, 3,77) donde 0 <a <5, 0<<1y0<~y<4.
Seran listas del tipo: ‘ ‘ ‘ ‘

T oo

6 posibilidades 2 posibilidades 5 posibilidades
{0,1,2,3,4,5} {0, 1} {0,1,2,3,4}

Asi que en total tendremos 6 x 2 x 5 = 60 listas. Por tanto, 60 es el nimero de divisores de
60000 (véase el ejemplo 2.1.1). &

EJEMPLO 2.2.2  El nimero de subconjuntos distintos que podemos extraer de un conjunto
con n elementos.

Sea el conjunto X = {1,2,...,n}; ya vimos la biyeceién entre

n-listas con repeticion
A = {subconjuntos de X} «— B = permitida formadas con los

elementos del conjunto {0, 1}

Para determinar el tamano del conjunto B_(y con-ello, también el de A) basta aplicar la regla
del producto: para la primera posicion tendremos dos posibilidades, para la segunda otras
dos, etc. Asi que

|B| =2" = #{subconjuntos de un conjunto de tamano n} = 2".

EJEMPLO 2.2.3  FEl sistema-de matriculacion de vehiculos en Espana.

En el sistema antiguo, una matricula, digamos en la provincia de Madrid, era de la forma
M 1397 TF

es decir, es una lista de siete posiciones, la letra que identifica la provincia, cuatro nimeros
y otras dos letras (entre las que no se cuentan ni la N ni la Q). Dado que la primera letra es
siempre una M, podemos olvidarnos de ella y limitarnos a contar el resto. Aplicando la regla
del producto, ebtenemos que el niimero de matriculas distintas posibles es

10% x 252 = 6, 250,000 .

A finales del ano 2000, este sistema estaba a punto de agotarse. Tras numerosas discusiones,
se decidié adoptar un nuevo tipo de matriculas (sin distintivos provinciales): una lista de
cuatro nimeros, seguida de tres letras (se excluyen las vocales y las consonantes N y Q):

0000 BBB

Tenemos asi un total de 10* x 203 posibilidades, esto es, 80 millones matriculas distintas
para toda Espana (cada ano se matriculan, aproximadamente, dos millones de vehiculos en
el pais). &
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2.2.1. Listas con y sin repeticiéon

Un problema fundamental de la Combinatoria consiste en evaluar el nimero de listas de
cierta longitud, digamos k, en cuyas posiciones podemos situar simbolos de un cierto conjunto
(o ciertos conjuntos). Pero querremos contar las listas que cumplen ciertas restricciones.
Esencialmente, podemos encontrarnos con dos casos distintos:

= si las restricciones son sobre los simbolos que pueden aparecer en cada posicion, la
regla del producto nos ayuda en el empeno. Como ya hemos visto, el nimero de listas
de longitud k en las que en la primera posicién podemos situar ‘simbolos de un conjunto
A1, en la segunda simbolos de As, etc., es, simplemente,

[ Ax| - [Az[-- - |Agl-

= Sin embargo, si las restricciones son sobre posiciones, el problema puede ser mas
complicado. Las restricciones a las que nos referimos son del tipo, por ejemplo, “en la
segunda posicion no puede aparecer el mismo simbolo que en la cuarta”. La Teoria de
grafos y, en concreto, los polinomios cromaéticos, que estudiaremos en el capitulo 8, nos
daran una respuesta general.

Si mezclamos ambos tipos de restricciones, el problema se puede volver extremadamente
complicado. En la seccién 10.9 veremos una técnica que se aplica a un caso particular; pero
no existe un procedimiento general ‘que nos proporcione la respuesta adecuada.

Veremos ahora un par de casos que son especialmente relevantes: consideremos un con-
junto A con n elementos que; para fijar ideas, supondremos que es el conjunto {1,...,n}.
Queremos formar listas'de longitud %k con los elementos de A.

Primer caso | Permitimos la repeticion de simbolos. No hay restricciones sobre posiciones,
y en cada posicién podemos-situar cualquier simbolo de {1,...,n}. La regla del producto nos

proporciona la respuesta: para la posicién primera de la lista tenemos n posibilidades, para
la segunda otras n, y asi sucesivamente:

4

1

/Y

k—1 k&

Por tanto,

k-listas con repeticiéon permitida ok
formadas con elementos de {1,...,n}

Segundo caso | No permitimos repeticion de simbolos. Ahora tenemos unas restricciones

sobre las posiciones: por ejemplo, no podemos situar en la posiciéon segunda el simbolo que
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hayamos utilizado en la primera. Pese a que, como comentabamos antes, este tipo de proble-
mas exige en general unas herramientas especiales'®, podemos resolver este caso con la regla
del producto: obsérvese que el problema es contar el nimero de listas de longitud k en los
que en cada posicién situamos simbolos de unos ciertos conjuntos A; , A, ..., Ag. Podemos
suponer que A; = A, pero a partir de ahi ya no conocemos el resto de los.A;: por ejemplo,
si en la primera posicién situamos el simbolo 3, éste simbolo ya no puede estar en ninguno
de los restantes conjuntos. Mientras que si empezaramos por el simbolo 5, seria éste el que
no perteneceria a ninguno de los restantes A;.

Pero la observacion que nos permite obtener una respuesta es/‘que, aunque no conozcamos
los conjuntos Aj, si conocemos sus tamatios. Porque |A;| =.n (para la primera posicién
tenemos n posibilidades), mientras que |As| = n — 1: para la segunda ya sélo tenemos n — 1
posibilidades, el simbolo utilizado en la primera posicidon ya no-estd a nuestra disposicién.
Y esto se cumple sea cual sea la eleccion de primer simbolo que hayamos hecho: el conjunto
Ao puede cambiar, pero su tamano no. Para la tercera tendriamos n — 2 posibilidades, y
asi sucesivamente,

n n—1n-2 n—k+2 n—k+1
N AT
1 2 3 B k—1 k
de manera que
k-listas sin repeticion | ~nl
formadas con {1;...,n} =nn-1)..n—k+1) = (n—k)!

Por supuesto, este resultado es vélido cuando k < n, porque si k > n, no tendremos ninguna
k-lista con esos n simbolos. Recordemos que la notacién n!, el factorial de n, o n factorial,
que resume el producton(n —1)---3-2-1 (por convenio, se asigna el valor 0! = 1).

En algunos textos'se llaman variaciones con repeticién, VR,’fL, a las primeras y varia-
ciones sin repeticién, V¥, a las segundas. No usaremos aquf esta terminologfa.

Hay un caso especial, que corresponde a formar n-listas sin repeticién con n simbolos.
Estas listas se denominan permutaciones, y el nimero de ellas es n!:

| #{permutaciones de n elementos} = n! ‘

Si el conjunto de simbolos que consideramos es el {1,...,n}, una lista sin repeticién de n
posiciones formada con ellos es simplemente una reordenacién de estos simbolos. Veremos en
la seccion 3.2 que estas permutaciones tienen una estructura muy rica.

16Son herramientas de la Teorfa de Grafos; con ellas se pueden, por supuesto, estudiar los casos en que
permitimos repeticién y aquéllos en los que no la permitimos. Si algin lector esta ya familiarizado con estos
conceptos, descubrird que el caso de la repeticién corresponde a evaluar en k el polinomio cromético de un
grafo nulo con n vértices. Mientras que en el caso en que no permitimos repeticién, estamos con un grafo
completo K.
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EJEMPLO 2.2.4 ;Cudl es la probabilidad'” p de que de entre 50 personas escogidas al azar,
al menos dos de ellas tengan la misma fecha de cumpleanos?

El concepto de probabilidad que manejaremos sera el habitual del cociente entre los casos
favorables y los casos posibles. Los objetos que manejaremos seran listas de 50 posiciones
(cada una de las posiciones representard a una persona de la muestra); en-cada posicién,
pondremos el dia del ano que corresponde a cada persona (supondremos que hay 366 posibles,
para incluir los afios bisiestos!®).

dia de nacimiento de la persona j

NN

1 J 50

Contemos primero los casos posibles:

50-listas con repeticién permitida
extraidas de {1,...,366}

# casos posibles = # = 366°°.

Ahora, en lugar de contar los casos favorables, contaremos los “desfavorables”, lo que resulta
mucho maés sencillo (un ejemplo de contar pasando-al complementario). Es decir, las listas
de 50 posiciones en las que no hay dos simbolos iguales; en otras palabras, las listas en las
no permitimos repeticion:

casos " 50-listas sin repeticion — 366365 . - 317,

desfavorables extraidas de {1,...,366}

Con ayuda del ordenador, podemos calcular este cociente: vale, aproximadamente, 0,02992.
Por lo tanto,

_ #tcasos favorables. .~ # casos posibles — # casos desfavorables

p= =1-0,02992 = 0,97008..

# casos posibles # casos posibles

iAsi que la probabilidad de que suceda lo que se recogia en el enunciado estd en torno al
97 %!. Esto es, con una altisima certeza el experimento que describimos en la nota al pie de
esta pagina funcionard, y descubriremos a dos personas con la misma fecha de cumpleanos.

17Se puede hacer el experimento con un grupo de 50 personas: se construye una cuadricula con los 365 dias
del afio y se van colocando marcas en las casillas correspondientes a las distintas fechas de cumpleanos hasta
que haya dos que coincidan. A priori, dado que el niimero de marcas es bastante inferior al de posibles empla-
zamientos, podriamos pensar que la probabilidad de que dos marcas vayan a la misma casilla es pequena; pero
el experimento nos puede convencer de que, en este caso (como en otros muchos problemas de probabilidad),
la intuicién inicial falla estrepitosamente. Y es que. .. jla intuicién se educa!

¥Esto supone una cierta inexactitud, porque el 29 de febrero aparece, mas o menos, la cuarta parte de
veces que las demds fechas. En realidad, como bien se sabe, no es realista considerar que todas las fechas son
igualmente probables. Asi que, en un modelo més ajustado, no todas las listas de 50 posiciones habrian de ser
igualmente probables, de manera que el andlisis del problema ha de ir méas all4 de la simple enumeracién de
casos favorables y posibles. Pero, como veremos en la seccién 17.3, el caso de la equiprobabilidad es en el que
con mas dificultad tendremos coincidencias.

(version preliminar 12 de octubre de 2003)



86 CAPITULO 2. LAS TECNICAS BASICAS DE LA COMBINATORIA

Planteemos el problema en general: ;cual
es la probabilidad de que, en una muestra fr
de n personas, haya al menos dos cuya fe- el £
cha de cumpleanos coincida? Como hay 366
posibles fechas de cumpleanos, si n > 367 06
habra con seguridad dos personas con igual

fecha de cumpleanos (aplicando el princi- 04
pio del palomar), asi que la probabilidad
serd 1. Pero mientras n sea menor que 367
cabe la posibilidad de que no se repitan. I
Con la ayuda del ordenador, podemos re- O o TS o 20 20 o 280 20 0 320 330 %0
presentar graficamente esta probabilidad. Obsérvese que el valor de la probabilidad se acerca
muy rapidamente a uno; para una muestra de 30 personas es aproximadamente 0,5, mientras
que para 60 personas ya es practicamente 1. Volveremos sobre este problema mas adelante
(seccién 17.3). &

024 <
s

EJEMPLO 2.2.5 Sean los conjuntos X = {1,...,n} e Y = {1,...,k}. Queremos contar
cudntas aplicaciones podemos establecer entre X e ).

Una aplicacién f : X — ) se construye decidiendo cudl es la imagen de cada elemento
de X. Esto es, una tal aplicacién es lo mismo que una lista de n posiciones en la que, en
cada posicién, situamos un simbolo de {1,...,k}: en la posicién primera estd la imagen del
1, en la segunda la del 2, etc. Como no hay restriccién alguna sobre qué simbolos situamos
(qué imagenes elegimos), estamos en el caso de listas con repeticién permitida, asi que

#{aplicaciones f : {1,...,n} — {1,...,k}} =Kk"

(obsérvese que hemos cambiado los papeles de n y k, ahora hay n posiciones y k simbolos). Si
sélo queremos contarlas aplicaciones inyectivas, esto es, aquéllas en las que no hay elementos
de X que compartan imagen, entonces formamos listas con las mismas caracteristicas que
antes, pero en las que no permitimos repeticién. Si k < n, esto no se podra hacer. Pero si
k > n, entonces

k!
#{aplicaciones inyectivas f : {1,...,n} — {1,..., k}} = (k—)' .
—n)!
Por ultimo, si lo que queremos son aplicaciones biyectivas, serd necesario que n = k, y en
ese caso tendremos tantas aplicaciones biyectivas como permutaciones de {1,...,n} haya, a

saber,
#{aplicaciones biyectivas f : {1,...,n} — {1,...,n}} =n!

(explotaremos esta equivalencia entre permutaciones y aplicaciones biyectivas més adelan-
te). Contar el nimero de aplicaciones sobreyectivas requiere alguna herramienta mas; las
introduciremos pronto (véase el ejemplo 3.1.9). &

EJEMPLO 2.2.6 Queremos contar el numero de listas de longitud k > 2 con repeticion
permitida formadas con los elementos {1,...,n} en las que cada elemento de la lista es
distinto de los dos anteriores.
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Nos encontramos ahora con restricciones sobre posiciones; pero son restricciones sencillas,
que podemos abordar aplicando directamente la regla del producto: observamos que para
la primera posicién tenemos n posibilidades, para la segunda n — 1, mientras que para la
tercera ya s6lo tenemos n — 2 posibilidades (los simbolos de la primera y segunda, que son
necesariamente distintos, ya no estdn a nuestra disposicién). Para la cuarta y las siguientes,
siempre tenemos dos simbolos prohibidos. En total, el nimero de listas buscado es

nin—1)(n—-2)(n—2)...(n—2) =n(n—1)(n - 2)k2,
&

En este ejemplo, pese a las restricciones (sobre posiciones), podemos contar el nimero de
listas aplicando directamente la regla del producto. Y la clave ha sido que las restricciones
son tales que es facil estimar el nimero de simbolos prohibidos en cada posiciéon. Pero veamos
el siguiente ejemplo:

EJEmpLO 2.2.7 Contar el nimero de listas de longitud k con repeticion permitida formadas
con los stmbolos {1,...,n} que cumplan que posiciones consecutivas llevan simbolos distintos
y tales que, ademds, la primera y ultima posiciones lleven simbolos distintos.

Los casos k = 1 y k = 2 son triviales'”. Si consideramos listas de 3 posiciones, atin
podemos aplicar la regla del producto: hay n posibilidades para la primera posicién, n — 1
para la segunda y n — 2 para la tercera.

Sin embargo, cuando k = 4, empezamos a tener problemas: de nuevo, para la primera
posicién tenemos n posibilidades y para la segunda y tercera, n—1 (estd prohibido el simbolo
de la posicién anterior). Pero-al evaluar el nimero de simbolos prohibidos para la cuarta
posicién, nos encontramos con que depende de la lista construida hasta el momento. Por
ejemplo, si hemos elegido‘el mismo simbolo en las posiciones 1 y 3, s6lo habra un simbolo
prohibido. Pero si hemeos situado simbolos distintos, entonces no podremos utilizar ninguno
de ellos para la cuarta posicién. &

Asi que estas sencillas restricciones exigen ya contar de manera més cuidadosa; intro-
duciremos’ técnicas para hacerlo en el capitulo 8 dedicado a los grafos (aunque este tltimo
ejemplo lo podremos resolver también con otro tipo de argumentos, véase el comienzo de la
seccién 2:3).

19 «Trivial” es uno de los adjetivos que usan los mateméticos para describir un argumento (supuestamente)
sencillo; tanto, que generalmente no se exhibe. A veces, sobre todo en articulos de investigacién, el esforzado
lector descubre que un “argumento trivial” requiere, al final, un par de hojas de duros cédlculos. Recordemos
que la palabra trivial hace referencia al Trivium que, junto al Quadrivium, reunian las siete artes liberales en el
sistema medieval de ensefianza. Los “tres caminos” del primero eran la Gramatica, la Retérica y la Dialéctica,
mientras que los cuatro del segundo eran la Aritmética, la Musica, la Geometria y la Astronomia. Se suponia
que las tres primeras eran las disciplinas elementales, y de ese uso proviene el significado actual de la palabra
trivial. Lo de “artes liberales” alude a que servian para entrenar al hombre “libre” en la Ciencia propiamente
dicha, en contraste con las artes iliberales, que tenfan fines econémicos (aparentemente, los hombres libres no
tenfan necesidad de ganarse la vida). Ya en este vena etimoldgica, el lector podria reflexionar sobre otro de
los adjetivos favoritos de los matematicos: obvio.
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2.2.2. Listas circulares

Posicién 1 Vamos a considerar ahora otro tipo de objetos: las

Posicién k Posicién 2 listas circulares de longitud k. Marcamos k puntos

Posicién k — 1 Posicién 3 equidistantes sobre una circunferencia, y en cada una

de esas k posiciones situamos un simbolo de un con-

junto con n elementos, digamos un simbolo extraido

de {1,...,n}. jAtencién!, consideraremos que dos lis-

tas circulares son iguales si‘se obtienen una de otra

por alguna rotaciéon. Para contar el nimero de k-listas circulares que podemos formar con n

simbolos intentaremos contar las listas lineales que genera cada una (imaginemos un collar

cuyo hilo cortamos entre dos eslabones), para después aplicar los resultados de la subsec-
cién 2.2.1.

Empecemos considerando listas circulares sin repeticién y un primer ejemplo sencillo:
EJEMPLO 2.2.8 Listas circulares con A ={a,b,c,d;e} yk =3.

Tomemos una lista circular cualquiera, por ejemplo, la de la figura de la b
derecha. Es claro que esta lista circular da lugar a tres listas lineales distintas,

(b,d,a), (d,a,b) y (a,b,d). Para verlo, podemos pensar en que rotamos la d
lista circular (sigue siendo la misma) y siempre cortamos en la posicién que

esté arriba. O bien que cortamos entre cualquiera de las posiciones de la lista circular.

d Es facil darse cuenta de que esto es lo que ocurre siempre: cada lista circular
da lugar a tres listas lineales distintas. Por ejemplo, una lista circular distinta

b de la anterior, como la quer aparece a la izquierda, da lugar a otras tres listas
lineales nuevas; (d,b,a), (b,a,d) y (a,d,b). Asi que podemos establecer una
aplicaciéon 3 a 1 entre el conjunto de 3-listas con los simbolos {a, b, ¢, d, e} y el

de 3-listas circulares con los mismos simbolos. Como la aplicacién es sobreyectiva (toda lista
circular que podamos imaginar se relaciona con las correspondientes listas lineales), podemos
concluir que 3 - #{3-listas circulares} = #{3-listas lineales} = 5 x 4 x 3 = 60. &

En general, si tenemos un conjunto A con n simbolos y la longitud de la lista circular es k,
podremos construir una aplicacién f del conjunto de las listas lineales en el de las circulares
con la siguiente receta: dada una lista lineal, la aplicaciéon f nos devuelve la lista circular que
se forma al “unir” sus extremos.

No es dificil convencerse de que ésta es una aplicacion sobreyectiva y que, ademds, es
k a 1 (porque no distinguimos entre las k listas rotadas que aparecen). Podremos deducir
entonces que

{ k-listas lineales sin repeticion } k. { k-listas circulares sin repeticién }

formadas con los elementos de A formadas con los elementos de A

Y que, por tanto,

k k(n— k)

k-listas circulares sin repeticién nn—1)---(n—k+1) n!
formadas con los elementos de A
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El anélisis de este tipo de listas circulares no ha sido dificil. Ahora intentemos contar las
listas circulares con repeticion permitida. ;Podemos construir también en este caso una
aplicacién f que nos permita evaluar el nimero de listas circulares en funcién del nimero
de listas lineales? Veamos con un ejemplo sencillo los problemas nuevos con los que nos
encontraremos al intentar contar este tipo de objetos.

EJEMPLO 2.2.9 Las 4-listas circulares con repeticion permitida que podemos formar con los
simbolos {a, b}
Empecemos con una de estas listas circulares:

a
(a7 b7 a? b)
(bya,bya)

b b — dalugar a las listas lineales —

a

Obtenemos solamente dos listas lineales (las otras dos posibles rotaciones no dan lugar a
listas nuevas). Sin embargo, para esta otra lista circular,

a (@b, b, )
. . (b,a,b,b)
b b — dalugar a las listas lineales —»
(b,b,a,b)
b (ba b, b, CL)
E incluso si consideramos la lista circular
a
a a — da lugar a las listas lineales —» { (CL, a,a, a) }
a

En este caso es facil construir todas las listas circulares, hay 6 distintas. Dos de ellas, las que
estan formadas por un unico simbolo, tienen una lista lineal asociada cada una. Hay una lista
circular, la primera que exhibiamos, que tiene asociadas dos listas lineales, mientras que las
otras 3 tienen 4 listas lineales asociadas (en total tenemos las 16 listas lineales posibles). &

Vemos claramente que, en general, no vamos a poder contar el nimero de listas circulares
en funcién del nimero de listas lineales, porque el nimero de listas lineales a que da lugar
una circular depende la longitud de la lista y de la disposicién de los simbolos.

Hay un caso particular, cuando la longitud de la lista circular sea un ntimero primo, en el
que si vamos a poder abordar el problema. Lo veremos cuando introduzcamos el concepto de
congruencia (subseccién 4.3.1). Pero, para el caso general, necesitaremos otras técnicas que
veremos en el capitulo 12.

2.2.3. Composiciones de un nimero natural

He aqui otro ejemplo del uso de la regla del producto: dado un nimero natural n, n > 1,
diremos que tenemos una composicion de n si lo escribimos como suma de otros niimeros
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naturales mayores o iguales que 1 (el orden de presentacion de estos sumandos sera relevante).
La longitud de la composicion sera el nimero de sumandos. Algunos ejemplos son:

n=1 n=2 _ﬁ{1+1}

(1 comp.) (2 comps.) 2
141414 1)
241+1
1+14+1 14+2+1
n = . 1+2 n=4 . 1+1+2
(4 comps.) 241 (8 comps.) 242
3 3+1
143
L 4 )

(Obsérvese que, por ejemplo, 4 =2+ 1+1,4=1+2+1y4 =1+ 1+ 2 son composicio-
nes diferentes, porque, como comentabamos, el orden de los sumandos es relevante). Estos
primeros casos nos sugieren una regla general: ;se cumplird realmente que

# {composiciones distintas del niimero natural n} = 271 ?

Establezcamos una biyeccién entre los objetos que pretendemos contar con otro tipo de
objetos. Para ello, escribimos n unos:

n

1 1 1...1 1

Para indicar cémo se agrupan los unos para formar una composicién, colocaremos entre ellos
(hay n — 1 posibles posiciones) huecos O y estrellas x. Un simbolo * significa “siga adelante”,
mientras que el simbolo O nos obliga a sumar. Asi, por ejemplo, sin =7

1010101 x 101 x1 «— 44+2+1

101 x10101 %101 +«— 2+3+2

1% 1*x1x101%x1%1 «— 14+1+14+241+1

Si comprobamos que esta correspondencia es una biyeccién, tendremos que:

composiciones n — 1)-listas formadas _
o i |y [0 b=

del nimero n con los simbolos {0, x}

Pero no es dificil comprobar la biyeccion:

1. Dada una composicion del nimero n n = ni + ng + -+ + Ny, donde 1 < n; < n, la
representamos de la siguiente forma:
7. unos

10101 % 1...101...101
T

colocamos una * tras los ny primeros unos y asi sucesivamente
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Si ahora nos “olvidamos” de los unos, obtenemos una lista de huecos y estrellas de
longitud n — 1:
(D7 D’ *7 M )

2. Al revés, dada una lista de longitud n — 1 de huecos y estrellas,
(D7D7 D7*7D7*a ERREER T PR P D)

colocamos unos entre los simbolos

(1010101 % 101 % -+ - x 1 % 1 x 101)

agrupamos los unos l segin la posicién de las estrellas
4424 +1+1+2

y obtenemos asi una sola composicién del ntimero n.

Una vez contado el nimero de composiciones distintas de n que se pueden formar, puede
resultar interesante evaluar cuantas de ellas tienen una cierta longitud, digamos k. Volveremos
pronto sobre este problema (en la subseccién 3.1.2).

Conviene observar si en la definicion de composicion el orden no importara, ésta no seria
una buena forma de contar. Lo vemos en un ejemplo:

2+1 seria igual a 1+2

! !
101 1 1x101
l !

(O,%) <« jdistintas! — (%, 0)

Veremos que cuando el orden‘de los sumandos no es relevante, el problema es mucho mas
dificil de abordar; tendremos entonces lo que llamaremos las particiones de un entero (véase
la seccién 3.3.3).

EJERCICIOS.

2.2.1 ;Cuantos numeros distintos de tres digitos diferentes se pueden formar usando las cifras
{1,2,...,9} una sola vez? sCudntos de éstos son nimeros pares? ;Y cudntos son menores que 4687

2.2.2 ;De cudntas maneras distintas se puede confeccionar una lista de las 27 letras del alfabeto
(excluimos la ch y la 11) de forma que a y b no aparezcan consecutivamente?; sy si ademds a y ¢ no
pueden aparecer consecutivamente?

’ Sugerencia. Pasar al complementario. ‘
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2.2.3 ;De cudntas formas se puede confeccionar una lista de 12 términos con las letras a, b, y ¢ de
forma que aparezcan 2 aes, 2 bes, y 8 ces, y ademds cada a y cada b tengan una ¢ a ambos lados?

I Sugerencia. Colocar las aes y las bes en los huecos entre las ces.

2.2.4 ;Cudntos numeros enteros entre 1 y 10000 tienen exactamente un 8 y un 9 en su expresion
decimal?
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2.3. La regla de la suma y el principio de inclusién/exclusién

A A A Cuando intentdbamos contar (ejemplo 2.2.7) el ntimero de 4-listas con
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ repeticién formadas con los simbolos {1,...,n} con simbolos consecu-
—_— tivos distintos y tales que en la primera y cuarta posiciones también

tuviéramos simbolos distintos (representamos graficamente a la izquier-
da el tipo de listas que nos interesan), nos encontrdbamos con un problema a la hora de
decidir el nimero de simbolos disponibles para la dltima posicion. En realidad teniamos dos
posibilidades, dependiendo de si en la primera y tercera posiciones habiamos escogido el
mismo simbolo o no.

Como éstas son las dos tnicas posibilidades que hay que considerar, parece razonable
considerar los casos por separado y luego sumar los resultados. Asf,

= Si en la primera y tercera posiciones situamos el mismo simbolo, entonces tenemos n
posibilidades para la posicién 1 (y la tercera queda fijada). Para la segunda tenemos
n — 1 (el simbolo anterior estd prohibido), mientras que para la cuarta hay un simbolo
prohibido (el utilizado en 1y 3). En total, n(n —1)2.

= Si, por el contrario, utilizamos simbolos distintos en las posiciones 1 y 3, entonces
tenemos n para la primera, n — 1/para la segunda, n — 2 para la tercera (el de la
segunda no se puede usar, y por construceion, el de la primera tampoco) y n — 2 para
la cuarta (prohibidos los sfmbolos, distintos, de 1y 3). En total, n(n — 1)(n — 2)2.

Sumando los resultados, el niimero de listas con las caracteristicas buscadas resulta ser
nin =12 4+n(n-1)(n—-2?2=n(n-1)(n*-3n+3).

Es facil imaginarse que este método resulta complicado de aplicar si manejamos listas mas
grandes. Veremos, comeya comentamos, métodos mas generales (en realidad, otro lenguaje)
para abordar este tipo de problemas en el capitulo de grafos.

La clave para haber resuelto el problema es que los dos casos eran disjuntos (si una lista
pertenece al primer caso, obviamente no pertenece al segundo) y que, entre los dos casos
cubriamos todas las listas posibles. Estos son los requisitos necesarios para aplicar la regla
de la suma; que pasamos a enunciar. Nos situamos ya en el caso general.

Sea un conjunto A y una coleccién de subconjuntos suyos Aj, Ao, ..., Ay de forma que

k
JAi=A y ademds, AinA;=0 sii#;].
=1

Es decir, cada elemento de A estd en uno y sélo uno de los Ap —esto se llama hacer una

particion de A—. Entonces,
k

[Al=) 14l

i=1
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Aunque esta identidad es casi obvia, podemos comprobar su

H Ay ‘ Ay ‘ ‘ Ag l validez de una manera mas formal con un argumento de do-
a1 11 0 0 ble conteo. Construyamos una matriz con los subconjuntos
Ay, ..., A, para etiquetar las columnas y los elementos de A
a2 1/0 1 para etiquetar las filas. Sumando los unos de cada columna ob-
: tenemos el tamano del subconjunto A; que etiguete la columna.
am |l 0| 1 || 1 Y sumando en cada fila, obtenemos el niimero de subconjuntos
A; a los que pertenece el elemento a; que etiqueta la fila. En

total,

k
Z |A;| = Z #{ subconjuntos A; ..., A a los que pertenece a}
j=1 acA

En el caso particular que nos incumbe ahora, en el que tenemos una particién, cada elemento
de A estard en uno y sélo uno de los A;; asi que lo.de la derecha vale exactamente

> 1= Al
acA

y, tenemos lo que buscdbamos.

EJEMPLO 2.3.1 Contemos el nimero de 3-listas (con repeticion permitida) formadas con los
stmbolos {0,1,...,9} en las que en la primera.y sequnda posiciones de la lista ha de aparecer
un cero o en la segunda y tercera, un nueve.

Algunos ejemplos de estas listas son (0,0, 3), (1,9,9), (0,0,0)... Llamemos A al conjunto de
listas con estas caracteristicas. Para contarlas, construyamos los subconjuntos
Ay = {3-listas con {0,...,9} con ceros en las dos primeras posiciones} ,

Ay = {3-listascon {0,...,9} con nueves en las dos tltimas posiciones} ,

que, como es facil comprobar, forman una particion de A. Asi que

listas de la forma (0,0, n listas de la forma (n,9,9
\Ar=|Alr+\Aar:#{ ( )}+#{ ( )}-

con0<n<9 con0<n<9
Y es sencillo evaluar el tamano de estos dos ultimos conjuntos, porque en ambos casos basta
con decidir el valor de un simbolo. Tendremos entonces 10 + 10 = 20 listas en total. &

EJEMPLO 2.3.2 Sea n un nidmero entero (muy grande) y formemos todas las listas sin
repeticion de cualquier longitud posible. ;Cudl es la probabilidad q(n, k) de que si escogemos
una de ellas al azar, ésta tenga longitud k, donde k < mn es un cierto nimero dado?

El nimero de casos favorables coincide con el de listas de longitud k, n!/(n —k)!. Para contar
el nimero de casos posibles, es decir, el total de las listas sin repeticién que podemos formar,
podemos hacer la particiéon siguiente:

{ listas sin repeticion } B LnJ { j-listas sin repeticién }

formadas con {1,...,n} i formadas con {1,...,n}
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Hay que asegurarse de que, efectivamente, esto es una particiéon. Es evidente que los conjuntos
de la derecha son disjuntos dos a dos (si una lista tiene longitud j, no puede tener longitud
J'y st j # j'). Ademds, no hay listas de longitud mayor que n ni menor que 1. Por tanto, la
regla de la suma nos permite concluir que

listas sin repetlclon J-listas sin repeticién | = N — 1
#{ } Z#{ con {1,...,n} _Z B Z;t

con{l,..., jl(”_J
(en el ultimo paso hemos hecho un cambio en el nombre del indice de sumacién). Por tanto,

la probabilidad que buscabamos es el cociente de los casos favorables por los posibles:

n!

n—1
(n—F)! 1 1
n, k) = = E —9
q(n, k) ol an 1 (n —k)! . t!

k=0 ¢!

Pero cuando n es grande, recordando la definiciéon de la funcién exponencial,

Lo e
gt
asi que
q(n, k) ~ ﬁ si n es grande
(véase también el ejercicio 2.3.3). )
EJEMPLO 2.3.3  Queremos multiplicar una lista de n + 1 nimeros, (ag,ai,...,a,). Solo

podemos hacer productos dos a dos, asi que tenemos poner paréntesis (). Por ejemplo, para
n = 3 podriamos hacer

((agal)(agag)) 0 quizds (((aoal)ag)ag) ,
y otras varias. Pues ésa es la prequnta: ;de cudntas maneras se puede hacer?

Llamemos C), al niimero.de maneras de multiplicar esos n + 1 ntmeros; por comodidad,
pongamos que Cy = 1. Obsérvese que para especificar el orden en que se multiplican los
numeros deberemos situar n — 1 paréntesis en la lista (luego consideraremos un paréntesis
mas, para describir la multiplicacién final). Veamos los primeros casos:

n=1 (ap, ay) — ap-a (1 manera)

(ap - a1) - az

(2 maneras)
ag - (a1 - az)

n =2 (ag,a1,a2) — {

ao - ((a1 - az) - az)
ap - (a1 - (az - a3))
n=3| (ap,a1,az,a3) — )

ap-ay) - (ag-as (5 maneras)

(
(a0 - (a1 - az)) - a3
(

(ap - a1) - az) - a3

\
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En los siguientes casos obtendriamos 14, 42, 132...maneras. El objetivo es calcular el
valor de (', para un n general. Para ello, observemos que la ultima operacion “” estard en
cierto lugar de la lista, digamos entre los ntimeros ay y apy1:

(ag...ag) (Qks1...ap)

k+1 n—k

Esto quiere decir que los elementos a la izquierda ya se han multiplicado entre si; es decir, que
se han situado los paréntesis de cierta manera, y hay tantas como nos diga C}. Por su parte,
los de la derecha también se han multiplicado entre si, y habrd C,,_j 1 formas de hacerlo.
Aplicando la regla del producto, para un k fijo, tendremos C} C,,_-1 posibilidades. Pero k
puede valer entre 0 y n — 1, y el indice describe una particién de los casos totales, asi que,
con la regla de la suma, concluimos que, si n > 1,

n—1
Cp = Z CrCrk—1 =CoCp1 +C1C 2+ -+ Cpr1Cp.
=0

Esta es una regla de recurrencia, que nos permite conocer el valor de C), si es que conocemos
los de todos los de indice menor. Pese a su fiero aspecto, si tuviéramos ahora a nuestra
disposicién las herramientas potentes y generales de funciones generatrices que veremos en
el capitulo 10, la resolveriamos facilmente.

Pero no es el caso todavia, asi que nos. deberemos conformar con utilizar argumentos
combinatorios. Lo haremos en el ejemplo 3.1.4, utilizando un argumento muy ingenioso.

Estos nimeros C,, son los llamados niimeros de Catalan?’, y son la respuesta a nume-
rosos problemas combinatorios, algunos de los cuales vamos a proponer aqui (en el ejercicio
2.3.4 se enumeran algunos maés).

Una interpretacién gréafica

Pongamos, como sugeriamos antes, un paréntesis extra para describir la multiplicacion
final: asi tenemos que el problema consiste en situar n paréntesis a lo largo de la secuencia; y
hay también n multiplicaciones “-”, Si ahora sustituimos cada simbolo por un +1 y cada
cierre de paréntesis “)” por un —1, obtenemos una lista de 2n ntimeros

“w.»

(.%'1,.%‘2, Ce ,xgn),

donde los z; con £1, que suman, entre todos ellos, 0 (hay tantos +1 como —1); y que, ademas,
cumplen otra condicion: las sumas parciales

Ty, T1+xT2, T1+xTo+x3, T1+T2+T3+T4,...

son todas no negativas (nunca hay maés cierres de paréntesis que multiplicaciones). Con esta
traduccién, tenemos una interpretacién grafica divertida: hagamos que cada +1 represente

20En honor de Eugene Catalan (1814-1894), matemético belga que publicé algunos trabajos sobre ellos.
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una subida y cada —1, una bajada. Y asi tenemos que cada lista se corresponde con una
montana que empieza y acaba a la misma altura (y nunca baja de esa altura inicial). Por
ejemplo, una de las formas de situar tres paréntesis que exhibiamos antes se corresponden
con las siguientes listas y montanas:

Para n = 3, las cinco montanas que se obtienen son:

A AL NN A,

Véase también, insistimos, el ejercicio 2.3.4/(sobre esta interpretacién grafica volveremos,
desde otro punto de vista, en la subseccién 3.1.4). &

EJEMPLO 2.3.4 Calcular el tamano del conjunto A formado por todas las 4-listas con los
simbolos {0, ...,9} tales que en la primera y sequnda posiciones aparece un cero o bien en la
tercera y cuarta, un nueve.

Construimos los subconjuntos:

Ay = {4-listas con simbolos {0,...,9} con 0 en la 1% y 2% posiciones}

Ay = {4-listas con{0,...,9} con 9 en la 3% y 4% posiciones}

Cada uno de estos conjuntos tiene tamaiio 10? (hay que elegir dos simbolos en cada caso). Y
es facil comprobar que A = Ay U As. Pero

4-listas con {0, ...,9} tales que hay ceros

AlﬂAQI{ }:{(0,0,9,9)}7é@

en la 1% y 22 posiciones y nueves en la 3¢ y 4%

Asi que no se trata de una particién. En la suma |A;| + |A2| estamos contando dos veces
el elemento (0,0,9,9), que estd en la interseccién de A; y As. Asi que, adelantdndonos al
resultado que veremos en un momento, ya podemos decir que la respuesta correcta es

|A; U A =102 +10% — 1 =199. L
La regla de la suma no nos permite tratar este tipo de problemas, y tendremos que buscar
una regla mas general. Se trata, simplemente, de llevar con cuidado la contabilidad de las

veces que contamos de mas o de menos los elementos que estan en las intersecciones.
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Principio de inclusién/exclusién (primera versién)

Si A1 y As son dos conjuntos, entonces, Ay Ao
‘Al UAQ’ = ‘Aﬂ + ’AQ‘ — ‘Al N AQ‘

Un vistazo al diagrama de Venn que exhibimos a la derecha nos
permite convencernos de que los elementos de |A; N Az| los con-

AN Ay
tamos dos veces en la suma |A;| + |As|.

Un argumento de doble conteo también nos permite llegar a
H Ay ‘AQ’AlﬂAQ‘

la misma conclusién: llamemos {x1,. ..,z } a los elementos de
1 1 1 -1 A1 U As. Construimos la matriz donde colocamos un 1 si el
o || 0] 1 0 elemento z; estd en el conjunto correspondiente (4; 6 Az), un

—1 si estd en A; M Az y un cero en el resto de los casos. Al
sumar por columnas obtenemos

Tm || 1|0 0

IA1| -+ |A2’ — ‘Al ﬂAg‘,

mientras que cada fila (jcompriebese!) aporta un uno, asi que entre todas ellas tendremos
|A1 U Ag| unos.

EjempLO 2.3.5 Calculemos el tamano del conjunto A formado por las 3-listas con los
simbolos {0, ...,9} tales que en las posiciones 1% y 2% aparece el mismo simbolo o bien en las
posiciones 22 y 3% aparece el mismo simbolo.

Formamos los subconjuntos:

A; = {3-listas con {0,...,9} con igual simbolo en 1%y 2%},
As = {3-listas con {0,...,9} con igual simbolo en 2% y 1%}
A1 N Ay = A3-listas con {0,...,9} con igual simbolo en 1%, 2¢ y 32}
y calculamos:
|A1| = #{3-listas con {0,...,9} de la forma (n,n,m)} = 10%,
|Ay| = #{3-listas con {0,...,9} de la forma (n,m,m)} = 102,
|A1 N Ag| = #{3-listas con {0,...,9} de la forma (m,m,m)} = 10.

Por tanto, |A| = |A1 U A2| = |A1| + |A2| — |A1 N A2| =100+ 100 — 10 = 190.
También podriamos haber resuelto el problema calculando el tamano del complementario
de A dentro del conjunto X de todas las 3-listas,

A° = {3-listas tales que 1% # 2% y 2% 3¢}

La regla del producto nos dice que |A°| = 10 x 9 x 9, asi que |A| = | X]| — |A°| = 10 x 10 x
10 —10 x 9 x 9 =190. &
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Por supuesto, nos encontraremos muchas veces con el
problema de evaluar el tamano de la unién de tres conjuntos,
0 quizés de cuatro, cinco, etc. Para el caso de tres con juntos,
con la ayuda del diagrama de Venn correspondiente, que mos-
tramos a la izquierda, o con el correspondiente argumento de
doble conteo, es facil convencerse de que la respuesta es

A1 A2

As |A1 U Az N Azl = |Ag] + [A2| + |43
— |A1 ﬂA2| — |A1 ﬂAgl — |A2 ﬂA3|
+ |41 N Ay NAs|

Escribamos la expresion general.

Principio de inclusién/exclusién (versién general)
Consideremos una coleccién Ay, Ao, ..., A, de subeconjuntos de un conjunto X. Entonces,

AU AU U A=Y (1) Moy,
j=1

donde los ; son las sumas de los tamanos de todas las posibles intersecciones de j conjuntos:

ar = |Ail+ Ao+ +]A,]

az = _[A1 M A R AT N A3+ -+ [Ap 1 N Ay
ag = AT AN Ag|+ -+ |Ap—2 NA,_1 N A,
Qp = |A1ﬂA2ﬂ"'ﬂAn|

(veremos mas adelante cuantos sumandos hay en cada «;). La prueba de este resultado,
utilizando un argumento de doble, la daremos en la subseccién 3.1.7.

Casi siempre usaremos el principio de inclusién/exclusién para calcular el nimero de
elementos de un conjunto X que respetan ciertas prohibiciones. Tendremos una serie de
propiedades P;, y nos interesard contar los elemento de X que no tienen ninguna de es-
tas propiedades (consideraremos las P; como propiedades no deseadas, como prohibiciones).
Consideraremos entonces los subconjuntos

A; = {elementos de X que satisfacen la propiedad P;}

y buscaremos

U= 1= S+ T

J J i<j
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EJERCICIOS.

2.3.1 ;Cudantos collares distintos —de longitud en principio arbitraria— se pueden fabricar con n
colores de forma que los eslabones sean de colores distintos?

‘ Sugerencia. Introducir un parametro j, la longitud del collar.

2.3.2 ;Cudntos numeros naturales n mayores que 1 tienen en su expresion en base 10 todos sus
digitos distintos?

Sugerencia. Hacer una particién en funcién de la longitud del nimero. Para ello, hay que impedir
que el 0 aparezca en la primera posicién.

2.3.3 Siguiendo con el ejemplo 2.3.2, compriebese que la probabilidad de que la lista tenga longitud
al menos n/2 tiende a 1 cuando n — oo.

2.3.4 Comprobar que si tenemos 2n puntos senalados sobre una circunferencia, C, es el niumero de
maneras en que podemos emparejarlas de forma que los segmentos determinados por las parejas no se
corten.

Consideremos ahora un poligono con n +2 lados. ;De cudntas maneras distintas se puede trian-
gular (con n tridngulos)? Nota: éste fue el problema que tratd originalmente Eugéne Catalan.

2.3.5 (Lewis Carroll) En una batalla entre 100 combatientes, 80 perdieron un brazo, 85 una pierna,
70 un ojo, y 75 una oreja. Un niumero indeterminado x perdio las cuatro cosas. Demostrar que
10 <2 <70.

‘ Sugerencia. Usar el principio de inclusién/exclusion.
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