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ACLARACION

No hay puntos negativos y cada respuesta co-
rrecta vale 6 puntos. No se puede usar mate-
rial. Toda la informacién extra sobre el parcial
serd publicada en la web!.

EJERCICIO 1 Se considera el grafo G =
(V,E) tal que V. = {1,2,3,4,5,6,7,8} y
{a,b} e Esia=1ybe{2,3,4,5}0a=28
y b € {5,6,7}. Se considera el conjunto H
formado por todos los subgrafos de G' que
son isomorfos a algin P,. Definimos en H la
relaciéon R de orden tal que VC7,Cy € H se
tiene C1 R (5 si todas las aristas de C; estan
en (5. Con este orden parcial, jcuantos ele-
mentos maximales tiene H?

Opciones: A) 3; B) 5; C) 6; D) 7; E) 10.

SOLUCION: Por simetria agrupamos las
aristas en cuatro tipos: 77 = {12,13,14},
T, = {15}, T35 = {58} y T, = {86,87}. Si
el camino contiene dos aristas de 7} serda maxi-
mal, lo mismo si contienen las dos aristas de T},
esto nos da 3+1 = 4 caminos. Si un camino es
maximal y contiene una sola arista de 7} debe
contener las aristas 15 y 58 y una arista de 7},
esto nos da |T7| X |T»| = 6 caminos. En total
serdn 4 + 6 = 10 caminos maximales.

EJERCICIO 2 Sea A el conjunto de grafos
(sin lazos ni aristas multiples) no isomor-
fos conexos con 4 vértices. Sea R la relacién
definida en A por: G RG' si existen, v y v’
vértices de G y G’ respectivamente tales que
G — v es isomorfo a G' — v'.

Opciones:

A) R es de equivalencia y |A/R| = 2.
B) R no es de equivalencia y |A| = 7.

C) R es reflexiva y transitiva y |A| = 6.

D) R es reflexiva y simétrica y |R| = 30.

E) R essimétrica y transitiva y |R| = 24.
SOLUCION: Una bisqueda exhaustiva nos
da |A| = 6 grafos: G1 = Py, Go = K13, G3 =
C3 con un vértice colgante, Gy = Cy, G5 = K4
menos una arista cualquiera, G¢ = K,. Por
otro lado G¢RG5RG, pero (Gg, G4) ¢ R. Por

lo tanto no es transitiva, asi es la opcion D.

EJERCICIO 3 Hallar el mfnimo m tal que
la siguiente afirmacion es verdadera: Existen
m aristas de Kg tal que si las quitamos el
grafo resultante tiene un circuito euleriano.

Opciones: A) 1; B) 2; C) 3; D) 4; E) Ningu-
na de las anteriores. SOLUCION: Son 3 ya
que los grados de los vértices de Kg son todos
5, cada vez que sacamos una arista creamos a
lo sumo dos vértices con grado par, al haber
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6 vértices, necesitamos realiza la operacion
6/2 = 3 veces como minimo. De hecho se
puede hacer y queda un grafo conexo con todos
sus vértices pares.

EJERCICIO 4 Hallar el ntimero de
vértices de un grafo G si tiene 10 aristas, dos
de sus vértices son de grado 4, y los restantes
son de grado 3.

Opciones: A) 4; B) 6; C) 8; D) 10; E) 12.
SOLUCION: Por la férmula de los grados ten-
emos que si n es la cantidad de vértices de
grado 3 entonces 2 X 4 +n x 3 =2 x 10, por
lo tanto n =4 y son 2 4+ 4 = 6 vértices

EJERCICIO 5 Se considera el grafo G =
(V,E) tal que V. = {1,2,3,4,5,6,7} y
{a,b} € E'sia # by a+ b es un nimero
primo. Se consideran las afirmaciones:

1. G es plano.
2. (G tiene circuito euleriano.
3. |E| = 10.

4. G es bipartito.

El nimero de afirmaciones verdaderas es:

Opciones: A) 0; B) 1; C) 2; D) 3; E) 4.

SOLUCION: El grafo se plano, no es euleri-
ano (el vértice 1 tiene grado 3), tiene 9 aristas
y es bipartito (V' = {1,3,5,7}U{2,4,6}). Por
lo tanto son 2 afirmaciones correctas.

EJERCICIO 6 ;Cuantos &rboles distin-
tos (algunos pueden ser isomorfos a otros)
se pueden formar con los ocho vértices
{1,2,...,8} de manera que dos de los

vértices tengan grado 4, y los restantes ten-
gan grado 17

Opciones: A) 100; B) 124; C) 230; D) 560;
E) 1792. SoLUCION: Existe un dnico arbol a
menos de isomorfismos con dicha caracteristi-
ca: aquel en el cual los vértices de grado 4 son
adyacentes y ambos tienen tres hojas. Por lo
tanto basta contar de cuantas formas se los
puede etiquetar de forma de obtener grafos dis-
tintos. Una forma de hacer es la siguiente: Paso
1) elijo dos dos vértices de grado 4 de C§ = 28
formas distintas. 2) elijo el conjuntos de tres
hojas que irdn colgadas del menor de los vértice
grado 4 de C$? = 20 formas posibles, Paso 3)
cuelgo el resto de los vértice del otro vértice de
grado 4 (hay una sola forma de hacerlo). En
total serian 28 x 20 x 1 = 560.

EJERCICIO 7 Se considera el grafo que
se obtiene al tomar 5 tridngulos con exacta-
mente 1 vértice comun (tiene 11 vértices y 15
aristas). ;Cudntos arboles recubridores tiene
este grafo?

Opciones: A) 10; B) 15; C) 32; D) 243; E)
1024. SOLUCION: A cada tridngulo se le debe
sacar una de sus arista, no se pueden sacar mas
pues sino se desconectaria uno de los vértices.
Asi tenemos 3 opciones por cada tridngulo. To-
tal: 35 = 243.

EJERCICIO 8 ;Cuédntos subgrafos de
K3 3 son homeomorfos a K 37
Opciones: A) 2; B) 6; C) 8; D) 16; E) 48.

SOLUCION: Hay solo dos vértices de gra-
do 3 en Ky 3, ambos deberdn corresponder al
nico vértice de grado 3 de un grafo homeo-
morfo de K 3. Hay dos subgrafos isomorfos a
K 3. A cada no de ellos se le puede agregar
a lo sumo una arista mds de las tres posibles,
porque sino se formaria un ciclo. Asi tenemos
2 x 3 = 6 subgrafos mas isomorfos a una sub-
divisién elemental de K 3. Total 246 = 8.



EJERCICIOS DE DESARROLLO

EJERCICIO 9 En una reunién de 20 personas hay en total 48 pares de personas que
se conocen. Justificar por qué hay al menos una persona que a lo sumo conoce a cuatro
personas.

SOLUCION: Cada persona la representamos por un vértice y los pares de personas conocidas
por aristas. Si no hubiera ninguna persona con 4 o menos conocidos, todos los vértice del grafo
tendrian grado 5 o mas. Aplicando la férmula de los grados tendriamos que

2x48 =Y grado(v) > > 5=5x [V =5 x 20 = 100.

veV veV

Lo cual es absurdo.

EJERCICIO 10 Sea (C, R) un conjunto parcialmente ordenado con un minimo m y tal
que todo subconjunto no vacio posee supremo. Sea f : C' — (' creciente, es decir, tal que
x Ry implica f(x) R f(y). Se pide

1. Demostrar que existe el supremo de S = {x : R f(x)}. Llamémosle p.
2. Demostrar que para todo = € S, se cumple que f(x) R f(p).
3. Justificar los cuatro pasos marcados con i, %o, %3 y *q4.

Vr € S, f(z) R f(p) == f(p) es cota superior de S ==2p R f(p) == f(p) € S == f(p) = p.
SOLUCION:

1. Basta demostrar que S no es vacio. Para ello demostraremos que m € S. Efectivamente,
como m es minimo, entonces mR f(m) por lo tanto pertenece a S.

2. Sabemos que si x € S entonces xRp lo cual implica que al ser f creciente f(x)Rf(p).

3. (1) € S = xRf(x), pero f(x)Rf(p), por lo tanto (transitiva), zRf(p).

(*2) Como p es supremo, estara relacionado con todas las cotas superiores, por lo tanto
pRf(p)
(*3) Es por la definicién de S.

(x4) Si f(p) € S entonces f(p)Rsup(S) = p, pero ya sabiamos que pRf(p), por lo tanto
usando la antisimétrica, p = f(p).



